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第5章 ワイエルシュトラスの楕円関数
本章では二重周期をもつ関数の基本形となる関数を定義し, その関数の性質を調べる。
既に述べたように楕円関数は二重周期をもつことが特徴であるので, 本章で導入する関数
は楕円関数の基本関数である。その基本的な楕円関数は, ワイエルシュトラスが導入した
ことからワイエルシュトラスの楕円関数と呼ばれる。

5.1 級数による定義
任意の複素数 ω1と ω3をとり1, それらからつくられる格子点 ω = 2nω1 + 2mω3を考えよう。ただし, nとmは整数である。図 5.1に示すこれらの格子点を極とする関数として,

℘(z) =
1

z2
+
∑

ω∈Ω′

(

1

(z − ω)2
− 1

ω2

)

, (5.1)

を定義しよう。この関数はワイエルシュトラス (Weierstrass)の楕円関数, または, ワイエ
ルシュトラスの℘関数 (ぺー関数)と呼ばれる。なお, 総和の条件 ω ∈ Ω′は, 原点を除く ω

の格子点すべてを意味する。また, 後に示すが, 総和の対象となる−1/ω2の項はこの級数
を収束させるために必要な項である。
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図 5.1: ワイエルシュトラスの楕円関数の格子点
関数を定義する級数 (5.1)が収束することは後に証明するとして, この関数は 2ω1と 2ω3

1この添え字は誤植ではない。習慣上, なぜか ω1 と ω3 なのである。これに対して, 第 2 成分は ω2 =
−(ω1 + ω3)のように定義される。
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を基本周期とする二重周期性をもつ関数である。それは, 次のように証明できる。

℘(z + 2ω1) =
1

(z + 2ω1)2
+
∑

′

n,m

[

1

(z + 2ω1 − 2nω1 − 2mω3)2
− 1

(2nω1 + 2mω3)2

]

=
1

(z + 2ω1)2
+
∑

′

n,m

[

1

(z − 2 (n−1)ω1 − 2mω3)2
− 1

(2nω1 + 2mω3)2

]

=
1

z2
+
∑

′

n,m

[

1

(z − 2nω1 − 2mω3)2
− 1

(2nω1 + 2mω3)2

]

= ℘(z).

ここで, Σ′はm = n = 0を除外した総和を意味する。この式は, zを ω1方向に 1単位の格
子だけずらした状態を表す。格子点が無限に広がっているので, 格子点をずらしても形が
まったく変わらないというのがこの証明の主張である。当然, zを ω3方向にずらしても同様である。したがって, ℘(z)は 2ω1と 2ω3を基本周期とする二重周期性をもつことが証明された。
上の数式展開を応用すると, ℘(z)が偶関数であることがわかる。格子点ω = 2nω1+2mω3のパラメータm, nに対して, n 7→ −n, および, m 7→ −mの置き換えをして数式変形す
ると,

℘(z) =
1

z2
+
∑

′

n,m

[

1

(z + 2nω1 + 2mω3)2
− 1

(−2nω1 − 2mω3)2

]

=
1

(−z)2
+
∑

′

n,m

[

1

(−z − 2nω1 − 2mω3)2
− 1

(2nω1 + 2mω3)2

]

= ℘(−z),

が導かれる。つまり, ℘(−z) = ℘(z)であるので, ℘(z)は偶関数である。
続いて, ℘関数を定義する級数が収束することの証明を目的として, 本章の後でも何度
か利用する性質を紹介しておこう。その性質は, ある級数が正則な関数に絶対収束すると
き, その級数を定積分した結果も絶対収束することである。この性質は次のようにして証
明できる。

証明 対象とする級数をn項で打ち切った値をSn(z)とする。この級数が関数
f(z)に収束するとしよう。その場合, 十分に大きなN をとれば, 任意の正の実
数 εに対して,

|SN(z)− f(z)| < ε,

を満たすことができる。級数 SN(z)を積分路Cに沿って積分した場合,
∣

∣

∣

∣

∫

C
SN(z) dz −

∫

C
f(z) dz

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣

∣

∫

C
(SN(z)− f(z)) dz

∣

∣

∣

∣

<
∫

C
|SN(z)− f(z)| dz < εL,
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なる不等式が成立する。なお, SN(z)の積分は, 級数を構成する項の項別積分
を意味する。また, Lは積分経路 Cの長さである。関数 f(z)が正則な関数で
あるので, 有限区間で f(z)を積分した結果は有限値となる。この不等式より,

級数 SN の定積分が特定の関数に絶対収束することが示された。¶

準備が整ったので, ワイエルシュトラスの ℘関数を定義する級数が絶対収束することを
証明しよう。ワイエルシュトラスの ℘の定義において, 右辺の第 1項: 1/z2を左辺に移項
して, 両辺を微分した数式:

℘′(z) +
1

2z3
= −

∑

ω∈Ω′

1

2 (z − ω)3
,

を考えればよい。右辺からわかるように, この数式は ω ∈ Ω′を除く任意の zで正則であ
る。原点 z = 0においても正則である。右辺に記述した級数が, 格子点ω ∈ Ω′以外で一様
収束することを示せばよいのだ。証明のため, 図 5.2に示すように, 格子点の集合Ωを部
分集合に分割するのだ。まず, 原点だけの集合をΩ0としよう。続いて, その外側を取り囲
む格子点の集合, 正確に言うと, 格子点 2nω1+2mω3において, n,m = 0,±1となる集合か
らΩ0を取り除いた集合をΩ1とする。さらに外側, n,m = 0,±1,±2となる格子点の集合
からΩ0∪Ω1を取り除いた集合をΩ2とする。同様に, 外側へΩ3, Ω4, . . .のように部分集合を定義する。このとき, 部分集合Ων (ただし, ν = 1, 2, . . .)には格子点が 8ν個含まれる。
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図 5.2: ワイエルシュトラスの格子点の部分集合
変数 zに対して, 部分集合ΩN に含まれるすべての格子点 ωが |ω| ≥ |z|の関係を満たす
ように, 最小の自然数Nが選ばれたとする。つまり, zはΩNでつくられる平行四辺形の内部に位置する。ここで, 原点からΩ1がつくる平行四辺形までの距離を 2ρとしよう。する
と, ΩN+1に含まれれるすべての格子点について, |z − ω| ≥ 2ρが成立する。同様に, ΩN+νに含まれるすべての格子点について, |z − ω| ≥ 2νρが成立する。また, ここからの計算で
は, |ω| ≥ 2 (N + ν)ρ > 2νρ にも注意しておこう。そのとき, 級数のうちΩνからの寄与は,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−
∑

ω∈Ων

1

2 (z − ω)3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2
∑

ω∈Ων

∣

∣

∣

∣

∣

1

(z − ω)3

∣

∣

∣

∣

∣

<
N + ν

16ρ3ν3
=

1

16ρ3

(

N

ν2
+

1

ν3

)

,
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なる不等式で記述できる。この不等式を利用して導関数 ℘(z)′ + 1/2z3の収束を調べてみ
ると,

∣

∣

∣

∣

℘′(z) +
1

2z3

∣

∣

∣

∣

≤
∞
∑

ν=1

∑

ω∈Ων

∣

∣

∣

∣

∣

1

2 (z − ω)3

∣

∣

∣

∣

∣

=
N
∑

ν=1

∑

ω∈Ων

∣

∣

∣

∣

∣

1

2 (z − ω)3

∣

∣

∣

∣

∣

+
∞
∑

ν=1

∑

ω∈ΩN+ν

∣

∣

∣

∣

∣

1

2 (z − ω)3

∣

∣

∣

∣

∣

=
N
∑

ν=1

∑

ω∈Ων

∣

∣

∣

∣

∣

1

2 (z − ω)3

∣

∣

∣

∣

∣

+
∞
∑

ν=1

1

16ρ3

(

N

ν2
+

1

ν3

)

,

のように数式変形できることがわかる。ここで, 1/ν2と1/ν3の無限級数が,それぞれ, π2/6,

アペリー数 (' 1.20205)に収束するので, 後半の級数は有限の値2に収束する。一方, 前半
の総和は有限個の格子点についての和であるので, 当然, 有限の値である。したがって,

℘(z)′ + 2/z3は有限の値に収束するのである。しかも, 各項の絶対値を加算しても収束し
ていることが示されているので, ℘′(z) + 2/z3の収束は絶対収束である。ところで, 当初の
議論の対象 ℘(z)− 1/z2は,

℘(z)− 1

z2
=
∑

ω∈Ω′

(

1

(z − ω)2
− 1

ω2

)

= −
∑

ω∈Ω′

∫ z

0

dz

2 (z − ω)3
,

なる定積分で計算できるはずである。被積分項は格子点 ω以外の任意の zで正則であり,

しかも, 一様収束する。正則で一様収束する級数は, 定積分の結果も収束することは上で
示したとおりである。したがって, ℘(z)− 1/z2は, やはり, 格子点 ω以外の任意の zで一
様収束する。なお, その定積分の積分路は, 原点から zを結び, 格子点を通過しなければ任
意の経路でよい。¶

5.2 ワイエルシュトラスの微分方程式
ワイエルシュトラスの ℘関数の性質を調べるため, ℘関数が満足する微分方程式を導出
する。その取り掛かりとして, 級数による定義式を数式変形すると,

℘(z)− 1

z2
=
∑

ω∈Ω′

(

1

(z − ω)2
− 1

ω2

)

=
∑

ω∈Ω′

1

ω2

(

1

(1− z/ω)2
− 1

)

=
∑

ω∈Ω′

1

ω2

(

2z

ω
+

3z2

ω2
+

4z3

ω3
+ · · ·

)

=
∑

ω∈Ω′

∞
∑

k=1

(k + 1)
zk

ωk+2
,

2これらの無限級数はリーマンのゼータ関数 ζ(2), ζ(3) なる記号で書くこともできるのだが, 後に導入するワイエルシュトラスのツェータと紛らわしいので, 本文中ではあえてゼータ関数の記号を用いなかった。
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が得られる。前節で示したようにこの級数は絶対収束するので, 総和の順序を入れ替える
ことが許される。格子点 ωに関する総和を内側に入れると, ℘関数は,

℘(z)− 1

z2
=

∞
∑

k=1

∑

ω∈Ω′

(k + 1)
zk

ωk+2

=
∞
∑

k=1

(k + 1)Gk+2 z
k =

∞
∑

k=1

(2k + 1)G2k+2 z
2k,

のように計算される。第 2行目への変形には, ℘関数が偶関数である事実を利用した。ま
た, 展開係数G2k+2は,

Gk ≡
∑

ω∈Ω′

1

ωk
,

と定義した係数である。この結果を用いて具体的に ℘(z)と ℘′(z)を級数展開すると,

℘(z) =
1

z2
+ 3G4 z

2 + 5G6 z
4 + 7G8 z

6 + · · · , (5.2a)

℘′(z) = − 2

z3
+ 6G4 z + 20G6 z

3 + 42G8 z
5 + · · · , (5.2b)

のように書くことができる。ここで, ℘関数の級数表現が得られたように見えるが, G4や
G6が格子点の逆数のべき乗の無限級数であるので, 展開係数が具体的に特定できない。そ
のため, ℘関数を特定するには, さらに調査を要する。
展開係数G4やG6が特定できないが, ℘関数のべき乗を計算すると,

℘(z)2 =
1

z4
+ 6G4 + 10G6 z

2 + (14G8 + 9G2
4)z

4 + · · · ,

℘(z)3 =
1

z6
+

9G4

z2
+ 15G6 + (21G8 + 27G2

4)z
2 + · · · ,

が得られる。一方, 導関数 ℘′(z)の自乗は,

℘′(z)2 =
4

z6
− 24G4

z2
− 80G6 + (36G2

4 − 168G8)z
2 + · · · ,

が得られる。まず, ℘′(z)2と ℘(z)3の 1次結合をつくると,

℘(z)2 − 4℘(z)3 = − 60G4

z2
− 140G6 − (72G2

4 + 252G8)z
2 + · · · ,

のように−6次の項を消去できる。さらに, ℘(z)との 1次結合をすると,

℘′(z)2 − 4℘(z)3 + 60G4 ℘(z) = −140G6 − (252G8 − 108G2
4)z

2 + · · · ,

のように−2次の項も消去できた。ここでは, 手間を省き 2次の項までしか計算していな
いのだが, 少なくとも, ℘′(z)2− 4℘(z)3+60G4 ℘(z)が整関数となることがわかった。実は,
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この時点で 4次以降の係数を計算する必要がないことがわかる。なぜなら, 前節で紹介し
た楕円関数の性質を思い起こせばよい。楕円関数の微分と, 四則演算から得られたこの数
式は, 楕円関数である。楕円関数の性質によると, 整関数が楕円関数であるためには定数
でなければならないのだ。つまり, 2次以降の展開係数はすべてゼロでなければならない
のである。したがって,

℘′(z)2 = 4℘(z)3 − 60G4 ℘(z)− 140G6,

なる等式が厳密に成立するのである。この数式は習慣的に,

℘′(z)2 = 4℘(z)3 − g2 ℘(z)− g3, (5.3)

なる形で書かれる。ただし, 展開係数 g2と g3は,

g2 = 60
∑

ω∈Ω′

1

ω4
, g3 = 140

∑

ω∈Ω′

1

ω6
,

のように定義される。微分方程式 (5.3)に含まれる係数 g2 と g3 は ℘(z)の不変量と呼ば
れる。
ワイエルシュトラスの楕円関数の半周期 ω1と ω3から, ω2 ≡ −(ω1 + ω3)を定義すると,

当然,

ω1 + ω2 + ω3 = 0, (5.4)

が成立する。そのとき, 2ω2も ℘(z)と ℘′(z)の周期である。ワイエルシュトラスの楕円関
数の周期に関する ω1, ω2, ω3を総称して ωr (ただし, r = 1, 2, 3)と書くことにしよう。つ
まり,

℘(z + 2ωr) = ℘(z), ℘′(z + 2ωr) = ℘′(z),

が成立する。この数式に対して z = −ωrを代入し, ℘′(z)が奇関数であることを利用すると,

℘(ωr) = ℘′(−ωr) = −℘(ωr),

が得られる。この関係式より,

℘′(ωr) = 0, (r = 1, 2, 3) (5.5)

が得られる。さらに,

er ≡ ℘(ωr), (r = 1, 2, 3) (5.6)

を定義しよう。このとき, z = ωrを中心に ℘(z)をテイラー展開すると,

℘(z) = er +
℘′′(ωr)

2!
(z − ωr)

2 + · · · ,
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のように書くことができる。この展開式から z = ωrは ℘(z) − erの 2位以上の零点とな
る。正確に言うと, 楕円関数 ℘(z)が 2位の楕円関数であるので, z = ωrは 2位の零点であ
る。そのため, ℘(z)− erは, 基本周期平行四辺形の上に他の零点が存在しない。したがっ
て, e1, e2, e3はすべて異なる値である。
ところで, ℘′(ωr) = 0, ℘(ωr) = erなる性質と, ワイエルシュトラスの微分方程式 (5.3)を
比較すると, 3次方程式 4z3 − g2z − g3 = 0の解が z = e1, e2, e3であることがわかる。剰余定理によると, 3次方程式の右辺は,

4z3 − g2z − g3 = 4 (z − e1)(z − e2)(z − e3),

のように因数分解される。右辺を分配則によって展開し, 各次の係数を比較すると,

e1 + e2 + e3 = 0, e1e2 + e2e3 + e3e1 = − g2
4
, e1e2e3 =

g3
4
, (5.7)

なる関係が得られる。このことは, ワイエルシュトラスの微分方程式が,

℘′(z)2 = 4 (℘(z)− e1)(℘(z)− e2)(℘(z)− e3),

のように書けることを意味している。

5.3 ヤコビの楕円関数との関係
前節で導出した微分方程式によると, u ≡ ℘(z)とすると, u′2 = 4u3−g2u−g3が成立する。ここで,プライム (′)は zについての微分を表す。この微分方程式の左辺をゼロとした3次方
程式が実数解e1, e2, e3をもつとしよう。すると,微分方程式はu′2 = 4 (u−e1)(u−e2)(u−e3)のように因数分解できる。また, 変数 zは,

z =
∫

∞

x

du√
4 (u− e1)(u− e2)(u− e3)

,

の積分で表される。ここで, 実数 e1, e2, e3は,

e1 + e2 + e3 = 0, e1 > e2 > e3,

の関係を満たすとする。第 1の関係式は, 3次方程式の 2次の係数がゼロであることから
成り立つべき関係である。ここで,

u = e3 +
e1 − e3

v2
,

なる置き換えを適用すると, 上の積分はヤコビの標準形:

z =
1√

e1 − e3

∫ v

0

dv√
(1− v2)(1− k2v2)

,
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に変形できる。ここで, 楕円関数の母数 kは,

k =

√

e2 − e3
e1 − e3

,

で与えられる。上で設定した大小関係 e1 > e2 > e3のおかげで母数に関して 0 < k < 1が
成立する。ヤコビの積分から, v = sn(

√
e1 − e3 z)となるのであるが, もともと, u = ℘(z)

であったので,

℘(z) = e3 +
e1 − e3

sn2(
√
e1 − e3 z)

, (5.8)

なる等式が導かれる。微分方程式の右辺が 3つの異なる実数解をもつ場合に ℘関数と sn

関数を関係づけることができた。ヤコビの sn関数は奇関数であるが, 自乗されているの
で ℘関数が偶関数であることと矛盾しない。
次に, sn関数との関係を利用して℘関数の周期を考察してみよう。ワイエルシュトラス
の℘関数が 2ω1と 2ω3を基本周期とすることに対して, ヤコビの sn関数の自乗 sn2 zは 2K

と 2iK ′を基本周期とする。関係式 (5.8)によると, ℘関数の基本周期は, 2K/
√
e1 − e3と

2iK ′/
√
e1 − e3と考えることができる。よって, ℘関数の周期に関して,

ω1 =
K√

e1 − e3
, ω3 =

iK√
e1 − e3

, (5.9)

と書くことができる。

5.4 ワイエルシュトラスのツェータ関数
ワイエルシュトラスの ℘関数の原始関数として,

ζ(z) =
1

z
−
∫ z

0

(

℘(z)− 1

z2

)

dz

=
1

z
−
∫ z

0

∑

ω∈Ω′

[

1

(z − ω)2
− 1

ω2

]

dz =
1

z
+
∑

ω∈Ω′

(

1

z − ω
+

1

ω
+

z

ω2

)

,

を考えてみよう。この定義式は回りくどく見えるかもしれない。単純に−℘(z)の定積分で
定義したいところだが, 1/z2を原点から積分すると発散するので, 発散の原因である 1/z2

を除外して積分し, その結果に 1/z2の不定積分 1/zを加算した結果を ζ(z)として定義し
ている。右辺の級数は, 格子点 ω ∈ Ω′以外の複素数 zについて一様収束に絶対収束する。
なぜなら, ℘関数が格子点 ω以外の複素数 zについて一様に絶対収束し, ζ(z)はその関数
を定積分することによって与えられるからである。なお, 新たな関数 ζ(z)はワイエルシュ
トラスのツェータ関数3と呼ばれる。

3記号が同じであるが, リーマンのゼータ関数とは無関係である。
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上で述べたように, ワイエルシュトラスのツェータ関数は−℘(z)の原始関数として定義
されているので,

℘(z) = −ζ ′(z), (5.10)

なる関係を満たす。また, 上の定義式からただちに,

lim
z→0

(

ζ(z)− 1

z

)

= 0, (5.11)

なる関係が導かれる。つまり, ツェータ関数は原点を 1位の極にもつ関数である。
ワイエルシュトラスのツェータ関数は奇関数である。ツェータ関数の導関数は℘関数であ
り,偶関数である。つまり, ζ ′(−z) = ζ ′(−z)である。これを積分すると, ζ(−z) = −ζ(z)+C

(ただし, Cは積分定数)となる。積分定数Cは,

C = lim
z→0

[

ζ(z) + ζ(−z)
]

= lim
z→0

[

1

z
− 1

z

]

= 0,

のように特定できる。したがって, ζ(z) = −ζ(z)となるのでツェータ関数は奇関数である。
続いて, ℘関数の周期 ω1, ω2, ω3を一般化して ωr (r = 1, 2, 3)と書き, その周期性から
ツェータ関数の性質を導こう。まず, ℘関数の周期性から,

ζ ′(z + 2ωr) = ζ ′(z),

が成立する。この数式の両辺を積分すると,

ζ(z + 2ωr) = ζ(z) + 2ηr, (5.12)

となる。ただし, ηrは積分定数である。ここで, z = −ωrとすると, ζ(z)が周期間数であ
ることを利用でき, ηr = ζ(ωr)であることが導かれる。さらに, (5.12)を繰り返し適用す
ると,

ζ(z + 2mω1 + 2nω3) = ζ(z) + 2mη1 + 2nη3, (5.13)

が成立する。この関係を応用し,

ζ(z + 2 (ω1 + ω2 + ω3)) = ζ(z) + 2 (η1 + η2 + η3),

を考えると, ω1 + ω2 + ω3 = 0であることから, 左辺は ζ(z)に等しい。したがって,

η1 + η2 + η3 = 0, (5.14)

なる関係が得られる。
本節で定義した ζ(z)は楕円関数ではない。なぜなら, この関数は ℘(z)の定積分によっ
て定義された関数であるので, 楕円関数であるなら, 2ω1と 2ω3によって張られる平行四
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辺形が基本周期平行四辺形となる。定義式より, その基本平行四辺形に含まれる極は 1つ
だけであり, しかも, その極は 1位の極である。楕円関数の性質によると, 1位以下の楕円
関数は定関数である。しかし, ζ(z)は定関数ではない。したがって, ζ(z)は楕円関数では
ないのだ。確かに, (5.12)によると, 少なくとも ωrが周期でないのは確かである。しかし,

今後の説明の便宜上, ωrを ζ(z)の周期と呼ぶことにしよう。
複素平面状の 4点: ω1 − ω3, ω1 + ω3, −ω1 + ω3, −ω1 − ω3を頂点とする平行四辺形の内部に存在する ζ(z)の極は, z = 0だけであり, その留数は 1に等しい。そのため, ζ(z)をそ
の平行四辺形に沿って周回積分した結果は 2πiに等しい。具体的に,

I1 =
∫ ω1+ω3

ω1−ω3

ζ(z) dz, I2 =
∫

−ω1+ω3

ω1+ω3

ζ(z) dz,

I3 =
∫

−ω1−ω3

−ω1+ω3

ζ(z) dz, I4 =
∫ ω1−ω3

−ω1−ω3

ζ(z) dz,

のように区分ごとに積分を定義すると, 周回積分の結果は,

I1 + I2 + I3 + I4 = 2πi, (5.15)

のように書くことができる。周回積分に関して, I3に対して z ≡ u − 2ω1を, I4に対して
z ≡ u− 2ω3を適用すると, それらの積分は,

I3 =
∫ ω1−ω3

ω1+ω3

ζ(u− 2ω1) du = −
∫ ω1+ω3

ω1−ω3

(ζ(u)− 2η1) du = −I1 + 4η1ω3,

I4 =
∫ ω1+ω3

−ω1+ω3

ζ(u− 2ω3) du = −
∫

−ω1+ω3

ω1+ω3

(ζ(u)− 2η3) du = −I2 − 4η3ω1,

のように計算できる。この結果を (5.15)に代入すると,

η1ω3 − η3ω1 =
πi

2
, (5.16)

なる関係が得られる。この関係式はルジャンドルの関係式と呼ばれる。

5.5 シグマ関数
前節と同様の方法で, ζ(z)の原始関数を定義しよう。ツェータ関数を定義した際と同様
に, ツェータ関数に含まれる項 1/zが, 原点を起点に積分すると発散する。そのため, 発
散の要因である 1/zを取り除いて原点を起点に積分し, その結果に 1/zの不定積分である
log zを加算して原始関数を補正する。そのように定義した関数は,

log z +
∫ z

0

(

ζ(z)− 1

z

)

dz = log z +
∫ z

0

∑

ω∈Ω′

(

1

z − ω
− 1

ω
+

z

ω2

)

dz

= log z +
∑

ω∈Ω′

(

log
z − ω

− ω
+

z

ω
+

z2

2ω2

)

,
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のように計算される。この関数に含まれる級数は, 格子点ω ∈ Ω′以外の複素数 zに対して
一様に絶対収束する。なぜなら, その級数は, 一様に絶対収束する級数の定積分で与えら
れる級数だからである。とはいえ, この関数には難点がある。その難点とは, この積分の第
1項は積分路のとり方によって異なる値をとることである。具体的には, 積分路が z = ω

を反時計回りに周回する回数を nとしたとき,

∫ z

0

dz

z − ω
= log

z − ω

− ω
+ 2πi n,

となるのだ。これは, 複素数において対数が多価であることを意味する。ところが, この
関数の指数関数をとれば,

σ(z) = z
∏

ω∈Ω′

(

1− z

ω

)

exp

(

z

ω
+

z2

2ω2

)

, (5.17)

のように 1価関数が得られるので, その難点は解決できる。この新たな関数をシグマ関数
と呼ぶ。シグマ関数は, 対数をとるとツェータ関数の原始関数であるので,

ζ(z) =
d

dz
log σ(z) =

σ′(z)

σ(z)
,

なる関係を満たす。定義式 (5.17)から明らかなように, σ(z)は原点を含む格子点ω ∈ Ωす
べてを 1位の零点とし, それ以外の零点をもたない。また,

σ′(0) = lim
z→0

σ(z)

z
= 1, (5.18)

なる関係が成立することも明らかである。シグマ関数は奇関数である。それは, 次のよう
にして示すことができる。格子点 ωが ω ∈ Ω′を満たすならば, −ω ∈ Ω′も成立するので,

ωか−ωの一方だけの集合をΩ∗としよう。すると, シグマ関数は,

σ(z) = u
∏

ω∈Ω∗

[

(

1− z

ω

)

exp

(

z

ω
+

z2

2ω2

)

·
(

1 +
z

ω

)

exp

(

− z

ω
+

z2

2ω2

)]

= z
∏

ω∈Ω∗

(

1− z2

ω2

)

ez
2/ω2

,

のように書くことができる。この数式から σ(−z) = −σ(z)であることがわかるので, シグ
マ関数は奇関数である。
ツェータ関数の性質 ζ(z + 2ωr) = ζ(z) + 2ηrを対数積分の関係 (5.5)に代入すると,

σ′(z + 2ωr)

σ(z + 2ωr)
=

σ′(z)

σ(z)
+ 2ηr,

となる。この式の両辺を積分すると,

σ(z + 2ωr) = Cσ(z) e2ηrz,
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が得られる。ただし, Cは積分定数である。この積分定数を決定するには, z = −ωrを代入し, シグマ関数が奇関数であることを利用する。その結果, C = −e2ηrωr が得られるので,

σ(z + 2ωr) = −e2ηr (z+ωr)σ(z), (r = 1.2.3) (5.19)

が成立する。シグマ関数は周期関数ではないが, この式が示す性質はテータ関数の擬周期
性に類似している。便宜上, ℘関数と同様に, 2ωrをシグマ関数の周期という。
シグマ関数は, 明示的な変数だけでなく, ω1と ω3にも依存するので, それを明示する場
合, σ(z;ω1, ω3)と書く。このとき,

σ(λz;λω1, λω3) = λσ(z;ω1, ω3) (5.20)

が成立することは, シグマ関数の定義 (5.17)からただちに得られる事実である。

5.6 加法公式
ワイエルシュトラスの楕円関数を用いて定義した関数:

f(z) ≡ ℘(z)− ℘(α),

を考えよう。ただし, vは周期点 ω ∈ Ωでない定数であるとする。そのとき, f(z)は周期
点 ω ∈ Ωを 2位の極にもつ楕円関数である。しかも, ℘(±α+ ω) = ℘(α)であるので, f(z)

は z = ±α + ωを零点とする。
新たな関数:

ϕ(z) ≡ σ(z + α) σ(z − α)

σ2(z)
,

を定義しよう。この関数は, f(z)と同一の極と零点をもつ。その事実は, シグマ関数の定
義式 (5.17)からただちに得られる。まず, ϕ(z)の極は σ(z)の零点であるので, z = ωであ
る。これは f(z)の極と一致する。一方, σ(z + α) σ(z − α) = 0となる条件は, (5.17)によ
ると z = ω ± αである。つまり, ϕ(z)の零点は f(z)の零点と一致する。さらに, シグマ関
数の擬周期性 (5.19)から,

ϕ(z + 2ωr) =
e2ηr(z+α+ωr)σ(z + α) e2ηr(z−α+ωr)σ(z − α)

[e2ηr(z+ωr)σ(z)]2

=
σ(z + α) σ(z − α)

σ2(z)
= ϕ(z),

が得られる。つまり, ϕ(z)は f(z)と同一の二重周期をもつ関数である。楕円関数の性質
によると, 周期を共有する 2つの関数は, 極と零点が一致するなら, 定数因子を乗じれば互
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いを等号で結ぶことができる。つまり, 適当な定数 cを選べば,

℘(z)− ℘(α) =
c σ(z + α) σ(z − α)

σ2(z)
,

が成立する。その定数 cを特定するには, 両辺に z2の乗じて, z → 0の極限をとる。これ
を書くと,

lim
z→0

z2(℘(z)− ℘(α)) = lim
z→0

c σ(z + α) σ(z − α)

σ2(z)/z2
,

となる。まず, z → 0の極限で℘(z) ' 1/z2となることを考えれば, 左辺は 1となる。次に,

z = 0におけるシグマ関数の導関数 (5.18)より, 右辺の分母が 1となる。その事実から,

1 = c σ(α) σ(−α) = −c σ2(α),

が導かれる。その結果, c = −1/σ2(α)となる。したがって,

℘(z)− ℘(α) =
σ(z + α) σ(z − α)

σ2(z) σ2(α)
, (5.21)

なる公式が得られる。この関係式の対数を zについて微分すると,

℘′(z)

℘(z)− ℘(α)
= ζ(z + α) + ζ(z − α)− 2ζ(z),

が得られる。この数式の左辺は対数微分の公式を適用し,右辺はシグマ関数の対数がツェー
タ関数の原始関数であることを利用した。この関係式は, zと αを入れ替えても成立する
はずなので,

℘′(α)

℘(α)− ℘(z)
= ζ(z + α)− ζ(z − α)− 2ζ(α),

となる。これらの数式の和をとると,

ζ(z + α)− ζ(z)− ζ(α) =
1

2

℘′(z)− ℘′(α)

℘(z)− ℘(α)
, (5.22)

が得られる。この関係式を zについて微分すると,

℘(z + α) = ℘(z)− 1

2

∂

∂z

[

℘′(z)− ℘′(α)

℘(z)− ℘(α)

]

, (5.23)

が得られる。この関係式は, ワイエルシュトラスの楕円関数の加法公式の一形態である。
ワイエルシュトラスの楕円関数の加法公式は他の形態があるので, 紹介しておこう。公
式 (5.22)の自乗を zの関数とみなし,

F (z) = [ζ(z + α)− ζ(z)− ζ(α)]2 =
1

4

[

℘′(z)− ℘′(α)

℘(z)− ℘(α)

]2

,
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のように書くことにしよう。右辺によると, F (z)は ω ∈ Ωを周期点とする楕円関数であ
る。一方, 左辺によると, ζ(z)が ω ∈ Ωを 1位の極とするので, F (z)は ωと−ω + αを 2

位の極とする。関数 F (z)の極の一つである z = 0におけるローラン展開の主要部を求め
よう。ツェータ関数 ζ(z)をワイエルシュトラスの ℘関数を積分した表現:

ζ(z) =
1

z
− a1

3
z3 + · · · ,

および, ζ(z + α)をテイラー級数展開した表現:

ζ(z + α) = ζ(α)− ℘(α) z + · · · ,

に注意すると, 関数 F (z)が,

F (z) =
[

− 1

z
− ℘(α) z + · · ·

]2

=
1

z2
+ 2℘(α) + · · · , (5.24)

となるので, F (z)をz = 0を中心にローラン展開した主要部は1/z2である。同様に, z = −α

を中心にローラン展開した主要部を計算すると 1/(z + α)2となる。これらの主要部は, そ
れぞれ, ℘(z), ℘(z + α)の主要部と一致する。つまり, 関数 F (z)は, ℘(z + α) + ℘(z)と同
一の周期をもち, ローラン展開の主要部が一致する楕円関数である。楕円関数の定義によ
ると, F (z)と ℘(z + α) + ℘(z)の差は定数となる。つまり, 適当な定数 cを用いて,

F (z) = ℘(z + α) + ℘(z) + c,

が成立する。定数 cを特定するため, 右辺をローラン展開すると,

F (z) =
1

z2
+ ℘(α) + c+ ℘′(α) z + · · · ,

となるので, c = ℘(α)が得られる。したがって, 加法公式:

℘(z + α) + ℘(z) + ℘(α) =
1

4

[

℘′(z)− ℘′(α)

℘(z)− ℘(α)

]2

, (5.25)

が得られる。この関係式には,導関数℘′(z)と℘′(α)が残っているが,導関数はワイエルシュ
トラスの微分方程式によって, ℘(z)と ℘(α) だけで書き換えることができる。

5.7 コシグマ関数
ワイエルシュトラスの楕円関数の加法公式 (5.21)に α = ωrを代入すると,

℘(z)− er = − σ(z + ωr) σ(z − ωr)

σ2(z) σ2(ωr)
, (r = 1, 2, 3)
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が得られる。また, シグマ関数の擬周期性 (5.19)から導かれる性質:

σ(z + ωr) = −e2ηrzσ(z − ωr),

に注意すると,

℘(z)− er =

[

e−ηrzσ(z + ωr)

σ(z) σ(ωr)

]2

,

が得られる。ここで,

σr(z) ≡
e−ηrzσ(z + ωr)

σ(ωr)
, (r = 1, 2, 3) (5.26)

を定義すると, ℘(z)− erは,

℘(z)− er =

[

σr(z)

σ(z)

]2

,

のように書くことができる。この式の両辺の平方根をとると,

√
℘(z)− er =

σr(z)

σ(z)
, (5.27)

が得られる4。数式 (5.26)で定義された 3つの関数 σ1(z), σ2(z), σ3(z)をコシグマ関数という。シグマ関数が 1価関数なので, (5.26)で定義されるコシグマ関数も 1価関数である。
コシグマ関数の特別な値として,

σr(0) = 1, (r = 1, 2, 3)

が成立することは (5.26)から容易にわかる。
シグマ関数の擬周期性から得られる (5.7)に e−ηrzを乗じ, σ(z)が奇関数であることに注
意すると,

e−ηrzσ(z + ωr) = −eηrzσ(z − ωr)e
ηrzσ(ωr − z),

が得られる。つまり, コシグマ関数 σr(z)は,

σr(z) =
eηrzσ(ωr − z)

σ(ωr)
, (r = 1, 2, 3) (5.28)

のように書くこともできる。この結果と (5.26)を比較すると, σr(−z) = σr(z)であることがわかるので, コシグマ関数 σr(z)は偶関数である。さらに, σ(0) = 0であることを (5.28)

に適用すると,

σr(ωr) = 0, (r = 1, 2, 3) (5.29)

が得られる。シグマ関数 σ(z)がワイエルシュトラスの楕円関数 ℘(z)の周期点のみにを 1

位の零点をもつ関数であったことを考えると, それらの零点を ωrだけ平行移動した位置に σr(z)は零点をもっている。
4平方根は 2価関数であるので, 根号が与えるのはそのどちらかである。ここでは, この式の値を与えるように根号が定義されているものとする。
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5.8 ワイエルシュトラスの微分方程式の別解
第 5.3節で扱ったように, ワイエルシュトラスの楕円関数はヤコビの楕円関数で記述で
きる。実は, それだけでなく, ワイエルシュトラスの微分方程式は, ヤコビの楕円関数 sn

関数の自乗で構成される関数を解とする。具体的には, 微分方程式:

(u′)2 = 4 (u− e1)(u− e2)(u− e3), (5.30)

の解として,

u(z) = e1 + (e2 − e1) sn
2(
√
e3 − e1 z), (5.31)

が挙げられる。ここで, u′は関数 u(z)を zについて微分した導関数である。さらに, e1, e2,

e3は実数であり, e1 < e2 < e3の関係を満たすとする。この関数は, 第 5.3節で扱ったワイ
エルシュトラスの楕円関数とは異なる。
新たな解 (5.31)を導出しよう。微分方程式の解として, u = α + β sn2 γxなる形を仮定
する。その仮定の下で, 導関数 u′を計算すると,

u′ = 2βγ sn γx cn γx dn γx,

が得られる。この導関数を自乗すると,

(u′)2 = 4β2γ2 sn γx cn2 γx dn2 γx

= 4β2γ2 sn2 γ2x (1− sn2 γx)(1− k2 sn2 γx)

= 4β2γ2 sn2 γ2x (sn2 γx− 1)(k2 sn2 γx− 1)

=
4k2γ2

β
(α + β sn2 γx− α)

(

α + β sn2 γx− β

k2
− α

)

(

α + β sn2 γx− β − α
)

=
4k2γ2

β
(u− α)

[

u−
(

α +
β

k2

)]

[u− (α + β)] ,

が計算される。この計算結果と微分方程式 (5.30)を比較すると,

α = e1, β = e2 − e1, γ =
√
e3 − e1,

のようにパラメータ α, β, γが特定できる。そのとき, 母数 kは,

k =

√

e2 − e1
e3 − e1

, (5.32)

となる。ただし, これらのパラメータは, 解が e1 < e2 < e3を満たすことが条件となっている。なぜなら, γが実数であることから e3 > e1でなければならない。続いて, kが実数
であることから e2 > e3でなければならない。最後に, k2 < 1であることから e3 > e2が導かれるわけだ。
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前章までに, ヤコビの楕円関数を記述するためにテータ関数を, ワイエルシュトラスの
楕円関数を記述するためにシグマ関数を導入した。しかし, 導入したそれらの関数の間の
関係を調べれば, ヤコビの楕円関数をシグマ関数で表記することができる。同様に, ワイエ
ルシュトラスの楕円関数をテータ関数で記述, または, 楕円積分などのパラメータをテー
タ関数で記述することも可能である。本節では, そのようなテータ関数やシグマ関数の応
用について説明する。

6.1 テータ関数とワイエルシュトラスの楕円関数
本節ではワイエルシュトラスの楕円関数をテータ関数で記述することに試みよう。その
ために, シグマ関数やツェータ関数をテータ関数で記述することで準備をする。その準備
を経てワイエルシュトラスの楕円関数をテータ関数で記述する。

6.1.1 シグマ関数とテータ関数
ワイエルシュトラスの楕円関数をテータ関数で記述するための準備として, シグマ関数
をテータ関数で記述しよう。まず, Im(ω3/ω1) > 0となるω1とω3を選び, それらに対応す
るシグマ関数 σ(2ω1z)をとり,

τ ≡ ω3

ω1

,

のようにパラメータ τ を定義すると, シグマ関数の擬周期性から,

σ(2ω1(z + 1)) = σ(2ω1z + 2ω1) = −e2η1ω1(2z+1)σ(2ω1z),

σ(2ω1(z + τ)) = σ(2ω1z + 2ω3) = −e2η3ω1(2z+τ)σ(2ω1z),

が導かれる。これらの関係から, σ(2ω1z)は変数 zに関して, 周期 1と τ の擬周期性を示す
関数であることがわかる。二重の擬周期性をもつテータ関数 ϑ1(z)との比を,

f(z) =
σ(2ω1z)

ϑ1(z)
, (6.1)
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とおく。テータ関数の擬周期性:

ϑ1(z + 1) = −ϑ1(z), ϑ3(z + τ) = −e−πi (2z+τ)ϑ1(z),

を用いると, シグマ関数とテータ関数の比率 f(z)は,

f(z + 1) = e2η1ω1(2z+1)f(z), (6.2a)

f(z + τ) = e(2η3ω1+πi)(2v+τ)f(z) = e2η1ω3(2z+τ)f(z), (6.2b)

なる擬周期性を示すことがわかる。第 2行目の式の右辺の導出にはルジャンドルの関係式:

η1ω3 − η1ω1 = πi/2を利用した。
シグマ関数 σ(2ω1z)は, 2ω1z = 2mω1 + 2nω3 (mと nは整数)を 1位の零点にもつ整関
数である。言い換えると, z = m+ nτ のみを 1位の零点にもつ整関数である。一方, テー
タ関数 ϑ1(z)もそれと同じ零点をもつ整関数であるので, それらの比である f(z)は零点を
もたない整関数である。
ところで, (6.2a)の両辺に e−2η1ω1(z+1)2を乗じると, その数式は,

e−2η1ω1(z+1)2f(z + 1) = e−2η1ω1z2f(z), (6.3a)

のように変形できる。一方, (6.2b)の両辺に e−2η1ω1(z+τ)2を乗じると, その数式は,

e−2η1ω1(z+τ)2f(z + τ) = e−2η1ω1z2f(z), (6.3b)

のように変形できる。これらの結果は, F (z) ≡ e−2η1ω1z2f(z)なる関数を用いれば,

F (z + 1) = F (z), F (z + τ) = F (z),

のような二重周期をもつことがわかる。この F (z)は擬二重周期ではなく, 本当の二重周
期である。つまり, F (z)は楕円関数という意味である。しかし, F (z)は整関数であるはず
なので, 楕円関数の性質ゆえに F (z)は定数であることになる。したがって, f(z)は定数 c

を用いて,

f(z) = c e2η1ω1z2 ,

のように書くことができる。比例係数 cを決定するには, z → 0の極限で f(z)を計算すれ
ばよい。計算してみると,

c = lim
z→0

σ(2ω1z)

ϑ1(z)
= lim

z→0

2ω1σ
′(2ω1z)

ϑ′

1(z)
=

2ω1

ϑ′

1(0)
,

が得られる。この計算において, v → 0の極限でシグマ関数もテータ関数もゼロに近づく
ため, ロピタルの定理を用いた。なお, σ′(2ω1z)は, zについての微分ではなく, σ(u)を u

について微分した結果に u = 2ω1zを代入した値である。得られた比例係数 cを用いると,

σ(2ω1z) = 2ω1
ϑ1(z)

ϑ′

1(0)
e2η1ω1z2 , (6.4)

なる関係が得られる。この数式が, シグマ関数をテータ関数によって記述した結果である。
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コシグマ関数とテータ関数 続いて, コシグマ関数とテータ関数の関係を調べよう。コシ
グマ関数の定義式において, 変数を 2ω1zとすると,

σ(2ω1z + ω1) = 2ω1
ϑ1(z + 1/2)

ϑ′

1(0)
e2η1ω1(v+1/2)2 ,

が得られる。この式に, z = 0を代入すると,

σ(ω1) = 2ω1
ϑ1(1/2)

ϑ′

1(0)
e2η1ω1(1/2)2 ,

となる。この関係をコシグマ関数の定義 (5.26)に代入すると,

σ1(2ω1z) =
e−2ω1η1zσ(2ω1z + ω1)

σ(ω1)
=

ϑ1(z + 1/2)

ϑ1(1/2)
e2η1ω1z2 =

ϑ2(z)

ϑ2(0)
e2η1ω1z2 ,

が得られる。数式変形に関して, テータ関数による数式への変形には, (6.4)を利用した。
さらに, ϑ1関数で記述した式から ϑ2関数による記述への変形には, テータ関数の擬周期性
の関係 (表 4.3)を用いた。他のコシグマ関数についても, 途中計算が σ1(2ω1z)ほど簡単ではないが, 同様の公式が導出できる。
残りのコシグマ関数のうち, コシグマ関数 σ3(2ω1z)の導出が少しばかり簡単であるので, 先に導出しよう。コシグマ関数の定義 (5.26)から,

σ3(2ω1z) =
e−2ω1η3zσ(2ω1z + ω3)

σ(ω3)
=

e−2ω1η3zσ(2ω1(z + τ/2))

σ(2ω1(τ/2))
,

と書くことができる。この右辺への数式変形には τ = ω3/ω1であることを利用した。公式
(6.4)を用いて, この数式をさらに変形すると,

σ3(2ω1z) = e−2ω1η3z
ϑ1(z + τ/2)

ϑ1(τ/2)
e2η1ω1(z+τ/2)2 · e−2η1ω1(τ/2)2

=
ϑ1(z + τ/2)

ϑ1(τ/2)
e2η1ω1z2+2(η1ω3−η3ω1)z =

ϑ1(z + τ/2)

ϑ1(τ/2)
e2η1ω1z2+πi,

が得られる。この数式の最後の変形には, ルジャンドルの関係式 η1ω3 − η3ω1 = πi/2を用
いた。ところで, テータ関数において (4.18)に注意して擬周期性の関係 (表 4.3)を参照す
ると,

ϑ1(z + τ/2) = ie−(z+τ/4)πiϑ4(z),

であることがわかるので,
ϑ1(z + τ/2)

ϑ1(τ/2)
=

ϑ1(z)

ϑ1(0)
e−πi,

が得られる。これを上の計算途中の数式に代入すると,

σ3(2ω1z) =
ϑ1(z)

ϑ1(0)
e2η1ω1z2 ,
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が導出できる。確かに, 前に導出した σ1(2ω1z)の公式に似た形をしている。
それでは, 残りのコシグマ関数 σ2(2ω1z)に関する公式を導出しよう。やはり, ここでも
コシグマ関数の定義 (5.26)から始める。コシグマ関数 σ2(2ω1z)の定義式を変形すると,

σ2(2ω1z) =
e−2ω1η2zσ(2ω1z + ω2)

σ(ω2)
=

e−2ω1η2zσ(2ω1(z − (1 + τ)/2) )

σ(−2ω1(1 + τ)/2)
,

と書くことができる。この右辺への数式変形には, ω1 + ω2 + ω3 = 0と τ = ω3/ω1なる関係を利用した。公式 (6.4)を用いて, この数式をさらに変形すると,

σ2(2ω1z) = e−2ω1η2z
ϑ1(z − (1+τ)/2)

ϑ1(−(1+τ)/2)
e2η1ω1(z−(1+τ)/2)2 · e−2η1ω1((1+τ)/2)2

=
ϑ1(z + (1+τ)/2)

ϑ1(−(1+τ)/2)
e2η1ω1z2+2(η1ω2−η2ω1)z =

ϑ1(z − (1+τ)/2)

ϑ1(−(1+τ)/2)
e2η1ω1z2−πi,

が得られる。この数式の最後の変形には, ルジャンドルの関係式 η2ω1 − η1ω2 = πi/2を用
いた。ところで, テータ関数において (4.18)に注意して擬周期性の関係 (表 4.3)を参照す
ると,

ϑ1

(

z − 1 + τ

2

)

= −i e(z−(1+τ)/2+τ/4)πi ϑ3(z),

であることがわかるので,

ϑ1(z − (1 + τ)/2)

ϑ1(−(1 + τ)/2)
=

ϑ3(z)

ϑ3(0)
eπi,

が得られる。これを上の計算途中の数式に代入すると,

σ2(2ω1z) =
ϑ3(z)

ϑ3(0)
e2η1ω1z2 ,

が導出できる。この場合も, 上で導出した σ1(2ω1z)の公式に似た形をしている。
コシグマ関数 3つとテータ関数の関係は, 既に確認できたように, 共通の形をしている。
その共通点に基づき, コシグマ関数とテータ関数の関係を一般化すると,

σr(2ω1z) =
ϑr+1(z)

ϑr+1(0)
e2η1ω1z2 , (r = 1, 2, 3) (6.5)

のように書くことができる。

6.1.2 ツェータ関数とテータ関数
次の準備段階として, ツェータ関数をテータ関数で記述してみよう。ツェータ関数はシ
グマ関数の対数微分であり, 既にシグマ関数のテータ関数による記述ができているから,
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ツェータ関数がテータ関数で記述できるはずである。上で導出した (6.4)を用いてツェー
タ関数を計算すると,

ζ(2ω1z) =
d

d(2ω1z)
log σ(2ω1z) =

1

2ω1

d

dz
log σ(2ω1z)

=
σ′(2ω1z)

2ω1 σ(2ω1z)
=

ϑ ′

1(z)

2ω1ϑ1(z)
+ 2η1z, (6.6)

が得られる。この結果によって, ヤコビの楕円関数を記述するために導入したテータ関数
とツェータの関係が与えられたことになる。この関係を足がかりにワイエルシュトラスの
楕円関数をテータ関数で記述できそうである。
前章で確認できたように, ワイエルシュトラスの楕円関数は, 原点を 2位の極とする関
数であり, 原点の近傍でローラン展開すると,

℘(z) =
1

z2
+ a1z

2 + a2z
4 + · · · ,

のように記述できる。この級数展開に基づいてツェータ関数を記述すると,

ζ(z) =
1

z
−
∫ z

0

(

℘(z)− 1

z2

)

dz =
1

z
− a1

3
z3 − a2

5
z5 − · · · ,

のような級数で表現できるので,

lim
z→0

1

z

(

ζ(z)− 1

z

)

= 0,

が得られる。この関係式にツェータ関数のテータ関数表示 (6.6)を適用すると,

lim
z→0

1

2ω1z

(

ϑ ′

1(z)

2ω1ϑ1(z)
+ 2η1z −

1

2ω1z

)

= 0,

のように書くことができる。この方程式を η1について解くと,

η1 =
1

4ω1

lim
z→0

ϑ1(z)− zϑ ′

1(z)

z2ϑ1(z)
= − 1

12ω1

ϑ′′′

1 (0)

ϑ ′

1(0)
, (6.7)

が得られる。ここで, 右辺を導くためにロピタルの定理を 2回適用した。
導出した関係式を解釈してみよう。まず, Im τ > 0なる τ が与えられたとする。このと
き, ゼロでない任意の複素数 ω1をとり, ω3 ≡ ω1τ を定義すると, ω1と ω3を半周期とするシグマ関数は, パラメータ τ をともなうテータ関数を用いて (6.4)と (6.5)のように表現で
きる。また, テータ関数が実数の周期をもつことに対して, シグマ関数は厳密な意味での
周期性はなく, その代わりに, ω1, ω2, ω3の方向に同様の擬周期性をもっている。



100 第 6章 テータ関数・シグマ関数の応用
6.1.3 楕円関数とテータ関数
ツェータ関数を微分するとワイエルシュトラスの楕円関数 (℘関数)が得られるので, ℘

関数をテータ関数で記述することは可能であるが, 他の手法でもテータ関数表示を得るこ
とができる。前章で示した関係式√

℘(z)− er = σr(z)/σ(z)に (6.4)と (6.5)を代入すれば
よい。すると,

√
℘(2ω1z)− er =

ϑ ′

1(0)ϑr+1(z)

2ω2ϑr+1(0)ϑ1(z)
, (r = 1, 2, 3) (6.8)

が得られる。この式に z = 1/2を適用し, ℘(ω1) = e1であることに注意すると,

√
e1 − e2 =

ϑ ′

1(0)ϑ3(1/2)

2ω1ϑ3(0)ϑ1(1/2)
=

ϑ ′

1(0)ϑ4(0)

2ω1ϑ3(0)ϑ(1/2)
=

π

2ω1

ϑ 2
4 (0), (6.9a)

が得られる。この数式変形には,テータ関数の微分に関する公式ϑ ′

1(0) = πϑ2(0)ϑ3(0)ϑ4(0)と, 前章で示したテータ関数どうしの関係を利用した。そのテータ関数どうしの関係は,

この後すぐに使うので, 他の公式も含めて書くと,

ϑ1(z + 1/2) = ϑ2(z), ϑ2(z + 1/2) = −ϑ1(z),

ϑ3(z + 1/2) = ϑ4(z), ϑ4(z + 1/2) = ϑ3(z),

のような公式である。これらの公式を同様に利用すると,

√
e1 − e3 =

ϑ ′

1(0)ϑ4(1/2)

2ω1ϑ4(0)ϑ1(1/2)
=

π

2ω1

ϑ 2
3 (0), (6.9b)

√
e2 − e3 =

ϑ ′

1(0)ϑ3(1/2)

2ω1ϑ4(0)ϑ1(1/2)
= − π

2ω1

ϑ 2
2 (0), (6.9c)

なる関係が得られる。得られた関係式 (6.9a)から (6.9c)を自乗して得られる式:

e1 − e2 =
π2

4ω2
1

ϑ 4
4 (0), e1 − e3 =

π2

4ω2
1

ϑ 4
3 (0), e2 − e3 =

π2

4ω2
1

ϑ 4
2 (0),

を組み合わせれば,

e1 =
π2

12ω2
1

[

ϑ 4
3 (0) + ϑ 4

4 (0)
]

, (6.10a)

e2 =
π2

12ω2
1

[

ϑ 4
2 (0)− ϑ 4

4 (0)
]

, (6.10b)

e3 = − π2

12ω2
1

[

ϑ 4
2 (0) + ϑ 4

3 (0)
]

, (6.10c)

が導かれる。また, (6.8)に立ち戻り,

√
℘(2ω1z)− e3 =

πϑ2(0)ϑ3(0)ϑ4(z)

2ω1ϑ1(z)
,
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であることに注意し, (6.9b)を用いると,

√
℘(2ω1z)− e3 =

√
e1 − e3

ϑ2(0)ϑ4(z)

ϑ3(0)ϑ1(z)
, (6.11)

なる関係が得られる。さらに両辺を自乗して ℘(2ω1z)について解くと,

℘(2ω1z) =
π2

12ω2
1

(

3ϑ2
3(0)ϑ

2
2(0)

ϑ2
4(z)

ϑ2
1(z)

− ϑ4
2(0)− ϑ4

3(0)

)

, (6.12)

が得られる。すでにテータ関数の計算方法は第 4章で与えているので, 公式 (6.12)によっ
て ℘(2ω1z) を計算することができる。その計算結果は図 6.1のようになる。 このグラフ

1

0.8 + i
— 0.2 + i

O 1— 1

— 1

O 1— 1

-1

(a)  2ω
1 

= 1.0,  2ω
3 

= 0.8 + i (b)  2ω
1 

= 1.0,  2ω
3 

= — 0.2 + i

図 6.1: テータ関数から計算したワイエルシュトラスの楕円関数
は計算した関数の絶対値を表し, 黒い場所が零点, 白い場所が極に対応する。この図に示
したグラフ (a)と (b)は, ω3が異なるように設定しているが, 意識的に格子点が同一とな
るように選んでいる。計算過程ではテータ関数のパラメータ τ が異なるのであるが, 格子
点が同一なので, 本来, 同一の関数を並べている。たしかに, 図を見ると同一関数として計
算されているように見えるだろう。

6.2 ヤコビの楕円関数
ヤコビの楕円関数 (sn関数, cn関数, dn関数)がテータ関数で記述できることは第 4章
で示した。本節では, ℘関数との関係を示し, sn関数のシグマ関数表現を導く。
ヤコビの楕円関数のテータ関数による表現は, 第 4章で示したように,

sn 2Kz =
ϑ3(0)ϑ1(z)

ϑ2(0)ϑ4(z)
, (6.13)
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となる。。ただし, Kは第 1種完全楕円積分であり, ヤコビの楕円関数を定義する際の定数
パラメータである。このテータ関数表現が, 2と τ を基本周期とすることより, sn zの基本
周期が,

4K = 2πϑ 2
3 (0), 2iK ′ = πτϑ 2

3 (0),

であることがただちにわかる。この基本周期は第 3章で示した周期に対応している。つま
り, sn 2Kz ≡ sn(πϑ 2

3 (0) z)である。本節が, テータ関数から sn関数を生成する説明を目的
としているので, 本来, この右辺の形式で snを記述するべきなのだが, 記述の簡潔性から
あえて, 左辺の形式 sn 2Kzを用いることにする。なお, 完全楕円積分KとK ′を与える母
数 kと補母数 k′は,

k =
ϑ 2
2 (0)

ϑ 2
3 (0)

, k′ =
ϑ 2
4 (0)

ϑ 2
3 (0)

,

で与えられる。これも, 第 4章で示した関係式である。
テータ関数による sn関数の記述 (6.13)と, 前節で導出した ℘関数とテータ関数の関係

(6.8)を比較すると,

sn 2Kz =

√

e1 − e3
℘(2ω1z)− e3

, (6.14)

が得られる。
続いて, ワイエルシュトラスの楕円関数との関係を求めよう。前節で導出した (6.14)を

℘(2ω1z)について解くと,

℘(2ω1z) = e3 +
e1 − e3
sn2 2Kz

= e3 +
e1 − e3

sn2(πϑ 2
3 (0)z)

,

が得られる。この数式の右辺への数式変形には, 4K = 2πϑ 2
3 (0)の関係を利用した。さらに, この数式に対して, 2ω1z 7→ zのように置き換えると,

℘(z) = e3 +
e1 − e3

sn2(πϑ 2
3 z/2ω1)

= e3 +
1

sn2(
√
e1 − e3 z)

(6.15)

が導かれる。この関係式は, 第 5章で導出したヤコビの楕円関数とワイエルシュトラスの
楕円関数の関係と一致する。なお, この関係式の右辺への数式変形にあたり, (6.9b)から
導かれる関係:

e1 − e3 =
π2

4ω2
1

ϑ 4
3 (0) =

K2

ω2
1

,

を適用した。さらに, 数式変形すると, ワイエルシュトラスの楕円関数は,

℘(z) =
K2

ω2
1

(

1

sn2(
√
e1 − e3 z)

− 1 + k2

3

)

, (6.16)

のように書くこともできる。この数式の右辺への変形にあたり, (6.10a)を用いて導かれる
関係:

e3
e1 − e3

= − ϑ2 4(0)− ϑ 4
3 (0)

ϑ 4
3 (0)

= − 1 + k2

3
,
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を利用した。
ワイエルシュトラスの楕円関数とシグマ関数の関係を利用すれば, ヤコビの楕円関数を
シグマ関数で記述することができる。まず, 第 5章で導出した ℘関数とコシグマ関数の関
係 (5.27)と, (6.14)を組み合わせると,

sn 2Kz =
√
e1 − e3

σ(2ω1z)

σ3(2ω1z)
, (6.17)

なる関係式が得られる。補助関数 (cn関数と dn関数)については, (4.16)と (6.5)を組み合
わせると,

cn 2Kz =
σ1(2ω1z)

σ3(2ω1z)
, dn 2Kz =

σ2(2ω1z)

σ3(2ω1z)
, (6.18)

が導出される。

6.3 楕円積分との関係
前節で第 1種楕円積分の標準形の逆関数である sn関数を詳しく調べたので, 第 2種と第

3種の楕円積分の変数を sn関数で変換して調べてみよう。まず, 第 2種楕円積分の積分変
数を x ≡ sn uとおくと, dx = cn u dn u duであるから, 第 2種楕円積分は,

∫ x

0

√

1− k2x2

1− x2
dx =

∫ u

0
dn2 u du,

のように書くことができる。この積分は, 積分経路によらず一定の値になる。なぜなら,

被積分関数 dn2 uは u = 2mK + i (2n + 1)K ′ (ただし, mと nは整数)に 2位の極をもつ
が, その極における留数がゼロであるからだ。そこで, 第 2種の楕円関数を単純に uの関
数として,

E(u) =
∫ u

0
dn2 u du,

を定義して, これをテータ関数で表現してみるのだ。
既に第 4章の (4.16)に示した関係式から, 被積分関数は,

dn2 u =
ϑ 2
4 (0)ϑ

2
3 (z)

ϑ 2
3 (0)ϑ

2
4 (z)

, (6.19)

のように書くことができる。ただし, u ≡ 2Kzである。この被積分関数は変数 zに関して
基本周期 1と τ によって張られる基本周期平行四辺形をもつ。被積分関数は, その基本周
期平行四辺形の中に, z = τ/2に 2位の極をもつ。それは, ϑ4(z)の零点と一致する。その
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事実は, 被積分関数が 2位の楕円関数であることを意味する。被積分関数を極 z = τ/2で
ローラン展開したときの最低次 (−2次)の係数は,

lim
z→τ/2

(z − τ/2)2
ϑ 2
4 (0)ϑ

2
3 (z)

ϑ 2
3 (0)ϑ

2
4 (z)

= − 1

π2ϑ 4
3 (0)

,

のように計算される。この計算のため, ϑ3(τ/2) = q−1/4ϑ2(0) (ただし, q = eπiτ ), および,

lim
z→τ/2

ϑ4(z)

z − τ/2
= ϑ ′

4(τ/2) = iq−1/4ϑ ′

1(0) = iπq−1/4ϑ2(0)ϑ3(0)ϑ4(0),

なる関係を利用した。特に, 利用した第 2の関係式は次のような操作によって左辺から右
辺へ変形されている。まず, ϑ4(τ/2) = 0であることから, 左辺は微分 ϑ ′

4(τ/2)に置き換えられる。さらに, ϑ4(τ/2) = iq−1/4ϑ1(0)であることを利用する。その導関数も同じ関係が成り立つ。最後に, ϑ ′

1(0) = πϑ2(0)ϑ3(0)ϑ4(0) なる関係を利用したというわけである。
次に,

f(z) = (log ϑ4(z))
′′ =

(

ϑ ′

4(z)

ϑ4(z)

)

′

=
ϑ′′

4(z)ϑ4(z)− (ϑ ′

4(z))
2

ϑ 2
4 (z)

,

を定義しよう。ここで, ϑ4(z + 1) = ϑ4(z)と ϑ4(z + τ) = e−πi (2z+τ)ϑ4(z)に注意すると,

f(z + 1) = f(z), f(z + τ) = f(z),

が導かれる。これにより, f(z)が 1と τ を周期とする楕円関数であることがわかる。関数
f(z)も ϑ 2

4 (z)を分母とするため, z = τ/2を 2位の極としてもつ。この関数を z = τ/2で
ローラン展開したときの最低次数 (−2次)の係数は,

lim
z→τ/2

(z − τ/2)2f(z) =
ϑ4(τ/2)ϑ

′′

4(τ/2)− (ϑ ′

4(τ/2))
2

(ϑ ′

4(τ/2))
2

= −1,

のように計算できる。ここで,

g(z) ≡ ϑ 2
4 (0)ϑ

2
3 (z)

ϑ 2
3 (0)ϑ

2
4 (z)

− f(z)

π2ϑ 4
3 (0)

,

を定義しよう。この関数 g(z)は, −2次の項が打ち消しあい, 最低次数は, せいぜい, −1次
である。つまり, g(z)は 1位以下の楕円関数となるのだが, そのような楕円関数は定数関
数でなければならない。その定数値を求めるため, g(z)に z = 0を代入すると,

g(z) = g(0) = 1− ϑ′′

4(0)

π2ϑ 4
3 (0)ϑ4(0)

,

となる。この計算では ϑ ′

4(0) = 0を利用した。この結果から, dn2 uは,

dn2 u =
ϑ 2
4 (0)ϑ

2
3 (z)

ϑ 2
3 (0)ϑ

2
4 (z)

=
1

π2ϑ 4
3 (0)

(

ϑ ′

4(z)

ϑ4(z)

)

′

+ 1− ϑ′′

4(0)

π2ϑ 4
3 (0)ϑ4(0)

,
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のように書くことができる。ここで, u = 2Kz = πϑ 2
3 (0) zであることに注意して積分を実行すると, 第 2種楕円積分が,

E(u) =
∫ u

0
dn2 u du

=
ϑ ′

4(z)

πϑ 2
3 (0)ϑ4(z)

+

[

πϑ 2
3 (0)−

ϑ′′

4(0)

πϑ 2
3 (0)ϑ4(0)

]

z, (6.20)

の形で表現できることが導かれる。

6.4 完全楕円積分
完全楕円積分に関して, 既に示したように,

K =
π

2
ϑ 2
3 (0) =

√
e1 − e3 ω1, (6.21a)

iK ′ =
πτ

2
ϑ 2
3 (0) =

√
e1 − e3 ω3, (6.21b)

の関係が成立する。また, τω1 = ω3, τK = iK ′が成立する。なお, 複素関数における平方
根は 2価関数であるが, 根号は上の関係式を成立するように選ばれるとする。第 2種楕円
積分 (6.20)に対して, u = Kのとき完全楕円積分となる。それに対応する zは z = 1/2で
ある。ここで, ϑ ′

4(1/2) = ϑ ′

3(0) = 0であることに注意すると,

E = K − 1

4K

ϑ′′

4(0)

ϑ4(0)
, (6.22)

が得られる。
ところで, コシグマ関数とテータ関数の関係式 (6.5)について r = 3とすると,

ϑ4(z)

ϑ4(0)
e2η1ω1z2 =

e−2η3ω1zσ(2ω1z + ω3)

σ(ω3)
,

となる。この数式の右辺は σ3(2ω1z)をコシグマ関数の定義式で書き直した形をしている。この数式の両辺の対数を微分すると,

ϑ′

4(z)

ϑ4(0)
+ 4η1ω1z = −η3 + 2ω1 ζ(2ω2z + ω3),

となる。さらにこの数式の両辺を微分すると,

ϑ′′

4(z)

ϑ 2
4 (0)

−
(

ϑ ′

4(z)

ϑ4(z)

)2

+ 4η1ω1 = −2ω2
1 ℘(2ω2z + ω3),
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が導かれる。この数式の導出に関して, ツェータ関数が ℘関数の導関数の−1倍であるこ
とを利用した。ここで, z = 0を適用し, ϑ ′

4(0) = 0, ℘(ω3) = e3 に注意すると,

ϑ′′

4(0)

ϑ4(0)
= −4 (e3ω

2
1 + η1ω1),

が得られる。この数式を (6.22)に代入し, (6.21a)を利用すると,

E = K +
e3ω

2
1 + η1ω1

K
=

e1ω1 + η1√
e1 − e3

,

が得られる。つまり, 第 2種の完全楕円積分Eがワイエルシュトラスの楕円関数に関する
定数で表現できるのである。この数式に (6.21b)を乗じると,

iK ′E = ω3 (e1ω1 + η1), (6.23)

のように変形される。
次に, ワイエルシュトラスの楕円関数の半周期を ω1と ω3から ω3と−ω1で置き換えた場合を考えよう。まえに展開したワイエルシュトラスの楕円関数の理論は, Im(ω3/ω1) > 0

なる条件が必要であった。この場合, Im(−ω1/ω3) > 0が成立するので, 半周期をω3と−ω1としても (順序も関係ある), ワイエルシュトラスの楕円関数の理論が適用可能である。つ
まり, 交換前の状態で ω1と ω3を半周期の第 1成分と第 3成分と呼ぶことにしよう。交換
後, 半周期の第 1成分と第 3成分は ω3と−ω1に変化している。そのような半周期の成分の置き換えによって, ワイエルシュトラスの楕円関数に関連する数値は, 表 6.1のように変
化する。
半周期の第 1成分, 第 2成分, 第 3成分を代入したときの ℘関数の値 e1, e2, e3は, 半周
期の成分の置き換えによって, e3, e2, e1に変化する。特に, 第 3成分に対する関数値は, ワ
イエルシュトラスの楕円関数が偶関数であること: ℘(−ω1) = ℘(ω1) = e1を利用した。

表 6.1: 半周期成分の置き換えによる楕円関数に関連する値の変化
項目 置き換え前 置き換え後半周期の成分 ω1, ω3 ω3, −ω1楕円関数の値 e1, e2, e3 e3, e2, e1ツェータ関数の変化分 η1, η3 η3, −η1テータ関数のパラメータ τ −1/τ楕円関数の母数 k k′完全楕円積分 K, K ′, E K ′, K, E′

ワイエルシュトラスの楕円関数の周期分だけ平行移動したときのツェータ関数の変化分
η1と η3は,半周期の成分の置き換えによって, η3と−η1に変化する。これは, ζ(z+2mω1+

2nω3) = ζ(z) +mη1 + nη3によって得られる性質である。
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ツエータ関数のパラメータ τ は τ ≡ e3/e1のように定義されている。このパラメータは, 半周期成分の置き換えによって, −e1/e3 = −1/τ のように変化する。パラメータ τ は
τ = iK ′/Kを満足するので, 半周期成分の置き換えによって, −1/τ = −(K/iK ′) = iK/K ′

となるので, 半周期成分の置き換えは, 完全楕円積分KとK ′を交換するのだ。というこ
とは, 半周期成分の置き換えによって, 第 2種の完全楕円積分 Eは E ′に変化するだろう
し, 楕円関数の母数 kは k′に変化する。
半周期の成分を置き換えたときの楕円関数に関連する数値の対応関係 (表 6.1)を適用す
ると, (6.23)は,

iKE ′ = −ω1 (e3ω3 + η3), (6.24)

のように書き換えられる。これに関連し, (6.21a)と (6.21b)の積を計算すると,

iKK ′ = (e1 − e3)ω1ω3,

となる。前に示した数式 (6.23)と (6.24)の和から iKK ′を減じると, e1と e3を消去でき,

iK ′E + iKE ′ − iKK ′ = η1ω3 − η3ω1,

が導かれる。左辺は前章で示したとおり, πi/2に等しいはずなので,

K ′E +KE ′ −KK ′ =
π

2
, (6.25)

なる関係が得られる。この関係はルジャンドルの関係式と呼ばれる。ルジャンドルの関係
式は, 1976年にサラミンとブレントが円周率計算のアルゴリズムとして応用した。そのア
ルゴリズムはガウス・ルジャンドル法と呼ばれている。次章でガウス・ルジャンドル法を
紹介する。




