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第3章 剛体の運動
本章では, 有限の大きさをもち変形しない物体, いわゆる, 剛体の運動を取り扱う。単な
る質点とは異なり, 有限の大きさをもつため, 剛体は回転を伴う運動をする。そのため, 前
章で議論した角運動量などが解析の役に立つ。

3.1 質点系の力学
剛体は多数の質点の集合であると考えることができる。ただし, へ陰茎しないのだから,

構成する質点間の距離は変化しない。剛体を取り扱う際, その距離の制約を束縛条件とし
て取り扱うことになる。本節では, 束縛条件を取り扱わず, 複数の質点で構成される質点
系について物理学を考える。

3.1.1 重心の運動方程式
質点P1, P2, . . ., Pnのように, n個の質点で構成される質点を考えよう。それら質点は,

それぞれ, 質量m1, m2, . . ., mnを有し, 位置 r1, r2, . . ., rnに存在する。その質点系における運動方程式は,

m1r̈1 = F̂ 1 + F 12 + F 13 + · · ·+ F 1,n−1 + F 1n,

m2r̈2 = F̂ 2 + F 21 + F 23 + · · ·+ F 2,n−1 + F 2n,

m3r̈3 = F̂ 3 + F 31 + F 32 + · · ·+ F 3,n−1 + F 3n,
...

mnr̈n = F̂ n + F n1 + F n2 + F n3 + · · · + F nn,

(3.1)

のように書くことができる。ここで, 力 F̂ jは質点Pjに作用する外力, F jkは質点Pkとの相互作用でPjに作用する力である。作用反作用の法則によってF jk = −F kjが成立する。これらの運動方程式をすべて加算すると,

n
∑

j=1

mj r̈j =
n
∑

j=1

F̂ j,
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となる。質点どうしの相互作用による力は, 作用反作用の法則によって相殺されている。
ここで, 系の全質量と外力の総和を,

M =
n
∑

j=1

mj, F =
n
∑

j=1

F̂ j,

とおき, 系の重心を,

rG =
1

M

n
∑

j=1

mjrj,

と定義すると, 系全体の運動方程式は,

M r̈G = F , (3.2)

のように書くことができる。つまり, 内部で相互作用があっても, 質点系の運動方程式は,

外力と重心の関係だけで記述できるのだ。言い換えると, 外力がなければ, どんなに内部
で激しく相互作用していても, 系の重心 rGに加速度が生じず, 等速直線運動するわけだ。
系の内部で発生する相互作用による力は, どのような力であってもよい。質点同士の間
に作用する重力や, 電磁気力であってもよい。また, 衝突の瞬間に力積を与える力であっ
てもよい。

衝突問題 図 3.1に示すような二体の衝突問題を考えてみよう。図は二つの球体の衝突を
描いているが, 球体でなくてもよい。初期状態として, 質量mAの物体Aが x軸方向に速
さ vで運動し, 静止している質量mBの物体Bに衝突する。その結果, Aは x軸と角度 θを
なす方向に運動する。このとき, AとBの速度 vAと vB, Bの運動方向 θBが決定すべき未知数である。 なお, この衝突は弾性衝突であるとする。弾性衝突ということは, 衝突前後
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図 3.1: 物体の弾性衝突
で運動エネルギーの総和が保存されるということだ。その前提で方程式をつくると,

mAvA cos θ +mBvB cos θB = mAv, (3.3a)
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mAvA sin θ −mBvB cos θB = 0, (3.3b)

mAv
2
A +mBv

2
B = mAv

2, (3.3c)

が得られる。これらの数式は, 左辺が衝突後の状態, 右辺が衝突前の状態に対応する。第
1式と第 2式が運動量保存則, 第 3式が運動エネルギーの保存を表している。言うまでも
なく, 運動量保存則をmA +mBで除すれば, 重心の速度が衝突の前後で変化しないことを
表現する数式が得られる。その重心の速度は x軸方向に,

vG =
mAv

mA +mB

, (3.4)

の速さをもつ。連立方程式 (3.3a)から (3.3c)を衝突後の二つの物体の運動が特定できる。
とはいえ, もう少し簡単に運動を特定する方法を次の段落以降で説明しよう。
連立方程式 (3.3a)から (3.3c)を解くことは可能だが, もう少し簡単に衝突後の運動を特
定する方法がある。それは, 重心の運動が不変であることを利用するのだ。具体的に言う
と重心ともに運動する観測者が見た座標系, いわゆる, 重心系に変換してやるのだ。結果
として, 重心系における物体の弾性衝突は図 3.2のようになる。図に描かれた内容を説明
していこう。 既に (3.4)で計算された重心の速さを用いると, 衝突前における物体AとB
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図 3.2: 重心系における物体の弾性衝突
の速さは,

v′A =
mBv

mA +mB

, v′B =
mAv

mA +mB

,

となる。言うまでもなく, vAと vBは正反対に向かうベクトルだ。これで運動量の総和が確実にゼロになっている。続いて, 衝突後 (b)を考察しよう。衝突後も運動量の総和がゼ
ロでなければならないので, やはり, 速度は互いに逆向きになる。しかも, 運動エネルギー
の総和も保存しなければならないので, 物体AとBの速さは, それぞれ, v′Aと v′Bでなければならない。この場合, 未知数は速度の方向 θ′だけだ。その未知数を得るには, 静止系か
ら見たとき, 物体Aが x軸と角度 θをなす方向に運動する事実を使えばよい。すなわち,

tan θ =
v′A sin θ′

v′A cos θ′ + v′B
,
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を解けばよい。この数式は,

m2
B cos2 θ′ + 2mAmB sin2 θ cos θ′ +m2

A sin2 θ −m2
B cos2 θ = 0,

のように, cos θ′についての 2次方程式である。この方程式の解は,

cos θ′ =
−mA sin2 θ ± cos θ

√
m2

B −m2
A sin2 θ

mB

,

のように計算できる。この解に対し, 複号のうち適切な方を選択しなけれなばらない。こ
れによって未知数 θ′が特定できれば,問題が解けたことになる。実際の解は,重心座標にお
ける物体AとBの速度ベクトルを計算し, それらを静止座標に変換すれば求まるわけだ。

万有引力 第 1章では, 恒星を公転する惑星の運動を解析し, ケプラーの法則を導出した。
その際, 恒星は惑星に比べ十分に大きな質量をもっていると仮定した。恒星が惑星と比較
できる程度の質量の場合, 恒星も惑星による重力のため運動することになる。そのような
例を取り扱おう。
主星Aと伴星Bによる二重星 (binary stars)の運動を考えよう。これらの天体は, 互い
の重力によって運動が規定され, 外力が存在しないものとする。これまでの議論の通り, こ
の二重星の重心に加速度が発生しない。ここで, この二重星の重心系で観測することを考
える。主星Aと伴星Bの質量を, それぞれ, mAとmBとする。さらに, AとBの距離を r

としよう。そのとき, 重心からAまでの距離 rAと, 重心からBまでの距離 rBは,

rA =
mBr

mA +mA

, rB =
mAr

mA +mA

,

となる。AとBの間の万有引力は, AとBを結ぶ直線の方向に大きさ F = GmAmB/r
2の

引力として作用する。当然, 作用反作用の法則のため, この万有引力はAにもBにも作用
している。万有引力 F は,

F =
GmAmB

r2
=
GmA

r2A

m3
B

(mA +mB)2
=
GmB

r2B

m3
A

(mA +mB)2
,

のように書き換えることができる。この数式の右辺として, r2Aを分母にする形と, r2Bを分母にする形の 2種類で表現した。前者は, Aに作用する万有引力が, 重心に存在する質量
m3

B/(mA +mB)
2から受ける力に見えることを意味する。同様に, 後者は, Bに作用する万

有引力が, 重心に存在する質量m3
A/(mA +mB)

2から受ける力に見えることを意味する。
二重星は主星も伴星も,重心のまわりをケプラーの法則にしたがい楕円軌道を描く。その
例として, 主星 (primary star)の質量が伴星 (secondary star)の 2倍, すなわち, mA = 2mBである二重星の運動を図 3.3に示す。この場合, 主星と伴星を結ぶ線分を 1 : 2で内分する
点が重心の位置だ。 主星から見ると重心に質量 0.11mAの天体が存在する場合と等価で
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図 3.3: 楕円軌道を描く二重星 (mA = 2mB)

ある。一方, 伴星から見ると重心に質量 0.89mAの天体が存在する場合と等価である。重心の位置を一定に保つため, 主星と伴星の動きは完全に同期している。すなわち, 主星が
重心に最接近するとき, 伴星も重心に最接近しているわけだ。
主星が明示的に楕円軌道を描くのは, 伴星の質量が大きいため, 自らの重力で主星を振
り回すと解釈することもできる。この図ほど顕著ではないが, 月は地球との質量比が, 太
陽系のどの衛星と惑星の比よりも顕著であるため, 公転に同期して地球を振り回している。
月の質量は地球の約 81分の 1にもなるため, 約 4700 kmの軌道長半径にて地球を振り回
している。

3.1.2 運動量と運動エネルギー
実験室系と重心系の間で運動量と運動エネルギーの関係を調べよう。重心を rGとし, 系
に含まれる第 j番目の質点の実験室系と重心系での位置ベクトルを, それぞれ, rjと r′

jとする。このとき, それらのベクトルは,

rj = rG + r′
j,

なる関係を満たす。この関係式から, 実験室系における重心を計算すると,

1

M

n
∑

j=1

mjrj =
1

M

n
∑

j=1

mj

(

rG + r′
j

)

= rG +
1

M

n
∑

j=1

mjr
′
j,

が得られる。ここで, M は系の全質量:

M =
n
∑

j=1

mj,
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とした。当然, 計算している重心は rGに等しくなければならないので,

n
∑

j=1

mjr
′
j = 0, (3.5)

が成立する。つまり, 重心系における重心は原点に存在するということだ。改めて成立す
べき関係式として,

rG =
1

M

n
∑

j=1

mjrj, (3.6)

を書いておこう。この数式の両辺にM を乗じ, 時刻 tについて微分すると,

M ṙG =
n
∑

j=1

mj ṙj,

が得られる。得られた数式は運動量の関係式だ。実験室系での運動量量を pj = mj ṙj, 重心系での運動量を p′
j = mj ṙ

′
jとおいてみる。さらに, 系全体を重心 rGに存在する質量M

の質点として取り扱い, その運動量を pG =M ṙGとしよう。そのとき,

n
∑

j=1

pj = pG,
n
∑

j=1

p′
j = 0, (3.7)

が得られる。得られた第 1式によると, 実験室系では, すべての質点の運動量の総和は, 系
全体を質量M の質点とみなしたときの運動量に等しい。第 2式は, 重心系では系の運動
量の総和がゼロであることを主張する。
運動エネルギーは運動量とは少し違った特徴を示す。運動エネルギーの定義にしたがい,

系に含まれる質点の運動エネルギーをすべて加算すると,

1

2

n
∑

j=1

mj ṙ
2
j =

1

2

n
∑

j=1

mj

(

ṙG + ṙ′
j

)2

=
1

2

n
∑

j=1

mj

(

ṙ2
G + 2ṙG · ṙj + ṙ2

j

)

=
1

2
ṙ2
G

n
∑

j=1

mj + ṙG ·
n
∑

j=1

mj ṙ
′
j +

1

2

n
∑

j=1

mj ṙ
′ 2
j

=
1

2
M ṙG +

1

2

n
∑

j=1

mj ṙ
′ 2
j ,

のように計算できる。第 4行目への数式変形は, 重心系における運動量がゼロであること
を利用した。その結果, 系の運動エネルギーは, 重心を質量M の質点とみなしたときの運
動エネルギーだけでなく, 重心系からみた運動エネルギーを加算した値になっている。す
なわち, 実験室系での運動エネルギーをK, 重心を質点とみなした運動エネルギーをKG,重心系での運動エネルギーをK ′とおくと,

K = KG +K ′, (3.8)
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が成立する。この関係式は, 熱力学で, ある体積内に閉じ込めた気体のエネルギーを論じ
るときに重要だ。右辺の第 1項は, 気体を収容した体積の運動に起因するエネルギーであ
り, 第 2項は気体分子の熱運動に起因する運動エネルギーなのだ。その理由で, 熱力学で
は右辺の第 2項に相当するエネルギーは内部エネルギーと呼ばれる。

3.2 剛体運動の記述
剛体は変形しない質点系だ。変形をしないことが束縛条件となり, 自由度を少なくして
いる。本節で説明するように, 変形しない質点系に与えられる運動は, 重心の平行移動と
向きの変更 (回転)のみだ。そのような運動によって自由度 6が与えられる。

3.2.1 自由度
空間が 3次元の場合, 理想気体のように各質点が何の制約も受けず自由に運動できるな
ら, 質点 n個で構成される系の自由度は 6nとなる。本節の冒頭で述べたように, 剛体は構
成する質点がどんなに多くなっても自由度は 6である。本項では, その事実を説明しよう。
図 3.4によって剛体の自由度を説明しよう。なお, 全く変形しないことから, 構成する質
点の間の距離はすべて定められているとする。図 3.4 (a)は質点 1個のみの系である。質
点の位置として, 座標 [x, y, z]を自由に選ぶことができるので自由度 3をもっている。表
現する座標系はカルテシアン座標でなくてもよいが, いずれにしても, 位置を特定するに
は, 三つの座標成分が必要だ。
図 3.4 (b)は質点 2個で構成される系である。第 1の質点は上で説明したように, 三つの
座標成分によって定まる。第 2の質点を定めるには, 第 1の質点から見た方向を決定する
必要がある。例えば, 図に示すように θと ϕの二つの座標があれば方向が決定できる。し
たがって, 質点 2個で構成される系の自由度は 5である。
図 3.4 (c)は質点 3個で構成される系である。第 2の質点までは 5個の座標成分で定ま
る。第 3の質点の位置を定めるにあたって, 質点 1と質点 2を結ぶ線を軸にして回転する
自由度が許されている。図に示すように, 回転角ψを決めれば第 3の質点の位置が定まる
わけだ。したがって, 質点 3個で構成される系の自由度は 6である。
図 3.4 (d)は質点 4個で構成される系である。第 3の質点の位置を定めるために, 既に自
由度 6を使っている。第 4の質点の位置は, 図から明らかなように, 自由度なく一意的に
決まる。系を構成する質点がさらに多くなっても, 残された質点の位置は自由度なく一意
的に定まるのだ。したがって, 3個以上の質点で構成される剛体は自由度が 6である。
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図 3.4: 寸法が規定された質点系の自由度
上に書いた質点の位置の定め方は一例に過ぎないが, [x, y, z, θ, ϕ, ψ]を決めれば剛体の
位置や向きが特定できるということだ。決定したパラメータのうち, 前半の三つがカルテ
シアン座標成分であり, 後半は方向を与える角度である。その位置の定め方は剛体がとる
ことができる運動形態にも対応している。剛体の運動は, 平行移動と回転運動に分類でき
る。平行移動は重心座標を移動するため, 前半三つの自由度に相当する。回転運動は, 定め
た軸まわりの回転角を与えることによって実行するため, 後半三つの自由度に相当する。

3.2.2 回転運動
剛体は変形しないのだから, 剛体を構成する質点の運動は気体分子のような乱数的な運
動ではない。変形をしないことが条件なのだから, 剛体を構成する質点は, 互いの距離を
一定に保って運動する。互いの距離を一定に保つ運動とは, 平行移動と回転に分類できる。
平行移動はすべての質点が等しい変位だけ移動する運動である。形式的には, 時刻 tに
おいて rj(t)に存在した第 j番目の質点が, 時刻 t+ dtでは,

rj(t+ dt) = rj(t) + vdt,

に運動する。ここで, vは速度に相当するベクトルであり, すべての質点に対して共通だ。
この数式から明らかなように, 重心も,

rG(t+ dt) = rG(t) + vdt,



3.2. 剛体運動の記述 65

となる。つまり, 平行移動とは, 重心系では質点の座標が不変ととなる運動なのだ。
回転運動は, 剛体の向き変える運動だ。簡単な運動の例として, 質量が等しい二つの質
点で構成される系を考えよう。二つの質点は, xy平面上で,

x1(t) = r cosωt, y1(t) = r sinωt,

x2(t) = −r cosωt, y2(t) = −r sinωt,

となるように運動する。この系の重心は常に原点だ。原点が移動しないので, この系の運
動量は常にゼロとなる。とはいえ, 静止しているものとしてこの系を取り扱うのは妥当で
はない。なぜなら, この系には運動エネルギーをもつからだ。二つの質点はともに速さ rω

で運動しているのだから, この系はmr2ω2の運動エネルギーをもつ。ここで, mは質点一
つあたりの質量とした。
運動エネルギーだけでは回転運動を取り扱うのは不十分だ。運動エネルギーでは回転の
方向を取り扱えないからだ。方向を取り扱うには, 運動量のようなベクトルが好ましい。
例えば, L ≡ r× pなるベクトル積を用いるのはどうだろう? ここで, rは原点を始点とす
る位置ベクトルだ。上の数式に記載したような円運動の場合, 質点 1と質点 2に対応する
ベクトル積は,

L1 = L2 =
[

0, 0, mr2ω
]

,

となる。このベクトルは z軸方向を向いている。つまり, 回転軸の方向を向くベクトルだ。
しかも, 質点 1と質点 2に対応するベクトルはともに同じ方向を向いている。この新たな
ベクトルは, 回転運動において運動量の代役となることを期待する。また, ベクトルの大
きさが角速度に比例していることから, 角運動量と呼んでみよう。
回転運動を取り扱うとき, 角運動量L = r × pを取り扱うことが便利なように思える。
とはいえ, 上の例では, rが回転軸を基準に考えた位置ベクトルだった。当然, 位置ベクト
ル rの基準を変えると, Lは変わってしまう。運動量 pが原点を変えても不変だったこと
と比較し, そのようなLでも実用上, 問題ないか考えてみよう。その検討をするため, カ
ルテシアン座標系で [x0, y0, z0]を中心に, xy平面と平行に, 半径 rで角速度 ωで運動する
質点 Pを考えよう。質点Pの位置ベクトル rは時刻 tの関数として,

r =
[

x0 + r cosωt, y0 + r sinωt, z0
]

,

のように記述できる。質点 Pの質量をmとすると, 角運動量Lは,

L =
[

−mz0rω cosωt, −mz0rω sinωt, mrω (x0 cosωt+ y0 sinωt) +mr2ω
]

,

となる。この角運動量は特徴のある形をしている。長時間にわたって平均すると, 三角関
数が相殺され, 結果的に z軸方向の成分mr2ωのみが残る。つまり, 長時間にわたって平
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均すれば, 原点との相対位置に関する依存性が消え, 回転半径 rと回転の速さ ωの依存性
のみが残る。
長時間の平均をとるのでなく, 複数の質点に対して角運動量を重ね合わせるとどうなる
か考えてみよう。系には質点が n個だけ含まれているとし, 第 j番目の質点の質量をmj,位置ベクトルを rjとする。特に, 重心を rGを用い, rj = rG + r′

jであるとする。言い換えると, r′
jは重心系の位置ベクトルである。このとき, 角運動量の重ね合わせは,

n
∑

j=1

Lj =
n
∑

j=1

mjrj × ṙj =
n
∑

j=1

mj (rG + rj)× (ṙ′
G + ṙ′

j)

=





n
∑

j=1

mj



 rG × ṙG + rG ×
n
∑

j=1

mj ṙ
′
j +





n
∑

j=1

mjr
′
j



× ṙG +
n
∑

j=1

mjr
′
j × ṙ′

j

=MrG × ṙG +
n
∑

j=1

mjr
′
j × ṙ′

j = LG +L′,

のように計算される。第 3行目への数式変形は, r′
jが重心系の位置ベクトルであることを利用した。また, M は系の全質量である。その結果, 系に含まれる質点の角運動量の和は,

重心を質量M の質点とみなしたときの角運動量と, 重心を基準とした角運動量の和であ
る。この関係は, 運動エネルギーの関係に類似している。この関係式を見ると, L = r× p

を回転運動を扱う物理量とする妥当性がわかる。

3.2.3 角運動量保存則
運動量と同様に, 外力が存在しなければ角運動量も保存する。保存する物理量は, 物理

学の問題を解くうえで有力な鍵になる。本項では, 外力の作用を受けない系で角運動量が
保存することを証明する。
準備段階として, F = ṗと同様に, 角運動量の時間微分をN = ṗなるベクトルを導入

する。新たに定義されたN を計算すると,

L̇ =
d

dt
r × p = ṙ × p+ r × ṗ = r × F ,

が得られる。この計算において, p = mṙ, すなわち, ṙ×p = 0であることを利用して右辺
が得られた。改めてN の計算結果:

N = r × F , (3.9)

を記述しておこう。この物理量は, 力のモーメントと呼ばれる。力のモーメントという名
称は, r × F なる数式の直接的な呼び方である。これに対し, 角運動量 r × pは運動量の
モーメントというわけだ。
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複数の質点によって構成される系における角運動量の時間微分は, 各質点に作用する力
のモーメントの総和である。つまり, 系全体の角運動量の時間微分は,

n
∑

j=1

L̇j =
n
∑

j=1

N =
n
∑

j=1

rj × F j,

となるわけだ。質点が受ける力F jには, 系の内部の質点に起因する力F jkと, 外力 F̂ jが含まれる。ここで, F jkは第 k番目の質点によって第 j番目の質点に作用する力とする。
すなわち,

F j = F̂ j +
n
∑

j=1

′ F jk,

である。ここで, プライム (′)つきの総和記号は j = kを除外して総和をとるものとする。
この関係に注意して角運動量の時間微分を計算すると,

n
∑

j=1

L̇j =
n
∑

j=1

rj ×


F̂ j +
n
∑

j=1

′ F jk





=
n
∑

j=1

rj × F̂ j +
n
∑

j=1

n
∑

k=1

′ rj × F jk

=
n
∑

j=1

rj × F̂ j +
n
∑

j=2

j−1
∑

k=1

′ (rj − rk)× F jk =
n
∑

j=1

rj × F̂ j,

が得られる。最終行への数式変形では, 作用反作用の法則F jk = −F kjを利用した。さらに, 質点間の相互作用が F jkが, 二つの質点を結ぶ rj − rkと同一方向 (または逆方向)を
向いていることから, (rj − rk)× F jk = 0となる。その結果, 系全体の角運動量の時間微
分は, 外力のモーメントに等しい。したがって, 外力が存在しなければ, 角運動量の時間微
分はゼロであるので, 角運動量は保存するのだ。

面積速度一定の法則 公転する惑星の軌道に関する面積速度一定の法則は, 角運動量保存
の法則と同一である。この場合の系は, 楕円軌道の焦点に存在する恒星と, 公転する惑星
によって構成される。ケプラーの法則のモデルでは, 恒星の質量は惑星質量に比べ十分大
きいので, 恒星の位置が系の重心である。このとき, 恒星を基準にした惑星の位置 rと, 惑
星の速度 ṙによって, 角運動量は,

L = mr × ṙ,

のように記述できる。ここで, mは惑星の質量だ。特にベクトルの外積 r× ṙの大きさは,

恒星と惑星を結ぶ線分と, 惑星の速度ベクトルが張る平行四辺形の面積に等しい。その平
行四辺形の面積は, 恒星から見たときの惑星の方位を θとすると,

|r × ṙ| = r2θ̇,
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であり, 面積速度の 2倍と等しいのだ。したがって, 面積速度一定の法則と, 惑星の軌道に
関する面積速度一定の法則は同一法則ということだ。

エネルギー保存則との関係 角運動量保存則は物理学の基本原理ではない。本項では, 運
動量保存則と作用反作用の法則から角運動量保存則を導いたわけだから, 角運動量保存則
は, 原理でなく定理である。ということは, 角運動量保存則で説明される物理現象は, エネ
ルギー保存則や運動量保存則などによって説明できるはずだ。以下の問題をそのような観
点で考えてもらいたい。
スピンをしているフィギュアスケートの選手が, 広げていた腕を引き寄せると回転が速
くなる現象を見たことがあるだろう。その回転速度の加速は, しばしば, 角運動量保存則
で説明される。その現象を他の物理法則から説明してみたい。モデルとして, 図 3.5に示
すように, 原点Oと物体Pを長さ rのひもで結び回転させることを考えてみよう。ひもの
長さを 2倍にすると, 角運動量保存則によって, 回転速度が 2分の 1になるはずだ。 する

v

F =
mv

2

r

er

Centrifugal force

rO P

図 3.5: 円運動する物体に作用する遠心力
と, 運動エネルギーが 4分の 1になるので, エネルギー保存則を満たさなくなる, という疑
いが沸くのだ。その疑いを晴らし, 角速度保存とエネルギー保存が両立することを示そう。
物体 Pの質量をmとすると, 半径 rで回転する物体には F = mv2/rの遠心力が作用し
ている。遠心力は見かけの力だが, 物体Pから見るとひもから受ける張力と遠心力が釣り
合っているので, 原点までの距離が一定に保たれているのだ。ここで, 原点Oと物体Pを
結ぶひもを drだけ長くすることを考えよう。遠心力のため, ひもを緩めれば物体 Pは自
発的に遠くに動いてくれる。実際, 回転中に長さをdrだけ伸ばすには,

dW = −mv2

r
dr,

の仕事が必要である。正確には, 符号が負になっているので, 物体が外部に仕事を施すとい
う数式表現になっている。その仕事の量だけ, 運動エネルギーが減少すると考えてみよう。
ひもの長さを伸ばした結果, 速さが v + dvになったとする。つまり, 運動エネルギーは,

1

2
m (v + dv)2 ' 1

2
mv2 +mvdv,
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である。つまり, 運動エネルギーはmvdvだけ増加する。運動エネルギーの増分を方程式
にすると,

dv

dr
= − v

r
,

なる微分方程式が得られる。この微分方程式を解くと,

v =
v0r0
r

,

が得られる。ここで, v0r0は積分定数だ。この結果からただち, 角運動量がmvr = v0r0のように定数になることがわかる。したがって, 角運動量保存則で説明される物理法則が, 実
は, エネルギー保存則で説明できることがわかった。

力が釣り合った系における力のモーメント 力のモーメントは, 一般的に, 中心とする場
所を特定しなければならない。中心とする位置を変えると力のモーメントは変化する。し
かし, 力が釣り合った系に限り, どこを中心にとっても力のモーメントが不変となる。そ
の事実を示しておこう。位置ベクトルを rj = r̄+ r′

jとする。ここで, r̄は任意の定ベクト
ルである。このベクトルは重心でなくてもよい。そのとき, 力のモーメントは,

n
∑

j=1

rj × F j =
n
∑

j=1

(r̄ + r′
j)× F j

=
n
∑

j=1

r̄ × F j +
n
∑

j=1

r′
j × F j

= r̄ ×
n
∑

j=1

F j +
n
∑

j=1

r′
j × F j =

n
∑

j=1

r′
j × F j,

のように計算できる。最終行での計算は, 系全体で力が釣り合っていることに注意し, 第
1項がゼロとなっている。その結果, 系全体の力のモーメントから r̄の依存性が消えてい
る。したがって, 力が釣り合った系では, 基準とする位置をどこにとっても力のモーメン
トは変化しない。物理学のテキストでは, 力のモーメントを計算する際, 基準位置を明ら
かにしないことがある。その場合, その系は力が釣り合っているはずだ。

てこの原理 力のモーメントはてこの原理の説明に用いられる。図 3.6に示すように, 水
平方向に棒を渡し, 点Oを支点とするてこを構成した場合を考える。支点より x1だけ左に下向きの荷重F1をかけ, 支点より x2だけ右に荷重F2をかける。このてこが釣り合う条件は,

x1F1 = x2F2,

である。これは支点を中心とした力のモーメントの釣り合い条件だ。力のモーメントは,

系における力のバランスを評価する物理量と考えることができる。上の数式に対し, 右辺
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を左辺に移項すると,

x1F1 − x2F2 = 0,

なる数式が得られる。この数式は支点Oに対して, 左回りの力が正となるように表現した
系全体の力のモーメントだ。 この値がゼロになるということは, 系全体でバランスがと

P1 P2

x1 x2

F1

F2

O

図 3.6: 釣り合ったてこ
れ, 安定した状態であることを意味する。仮に, この数式が正になると, 系は左回りに偏っ
ていることになり, 左側 P1が下がるということだ。
前で述べたように, 角運動量保存則が物理の基本原理でないことと同様に, 力のモーメ
ントの釣り合いも基本原理ではない。てこの釣り合いは, てこの構成要素として水平方向
にわたした棒の変形 (歪み)が関係している。てこの両端に荷重をかけることによって, 棒
が歪み, その歪みを復元しようとする力が棒を伝搬する。伝搬した力は, 力のモーメント
に比例する大きさとなって支点Oに作用する。荷重 F1と F2に起因するそのような力が釣り合うため, 結果的に x1F1 − x2F2 = 0が満たされる。だから, 力のモーメントでてこの
原理が説明できるのだ。一方, てこの原理の物理現象を細かく説明するには, 上で述べた
ように, 棒の変形を取り扱うため, 弾性体の物理学の知識が必要である。

3.3 慣性モーメント
慣性モーメントという量を定義すると, 回転運動における角運動量と運動エネルギーが,

質点の運動量や運動エネルギーと同形の数式で記述できる。そのとき, 質量が加速に対す
る抵抗の大きさであるのと同様に, 慣性モーメントは回転の開始や停止に対する抵抗の大
きさである。

3.3.1 慣性モーメントの導入
図 3.7に示すように, 複数の質点によって構成される剛体が z軸まわりを回転する場合を
取り扱おう。そのモデルにおいて角運動量と力のモーメントを計算し,質点の運動量や力と
の関係を調べるのだ。剛体を構成する質点のうち,第 j番目の質点の位置をrj = [xj, yj, zj],
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z

r1

r2

ṙ1

ṙ2

図 3.7: 軸まわりに回転する質点
質量をmjとする。このとき, 剛体の角運動量は, z成分を書くと,

Lz =
n
∑

j=1

mj (xj ẏj − yjẋj),

となる。これを時間について微分すると, 力のモーメントの z成分:

Nz =
n
∑

j=1

mj (xj ÿj − yjẍj),

が得られる。この時点では, 質点が xy平面に平行な面内で運動しているという極めて一
般的なモデルだ。続いて, 剛体が角速度 ωで回転している条件を適用する。つまり, 上で
書いた数式に,

xj = rj cosϕj, yj = rj sinϕj,

を代入すればよい。ここで, rjは z軸からの距離であり, 時間に依存しない。一方, ϕjは x

軸から反時計回りに測った角度であり, いうまでもなく, 時間の関数である。これらの座
標を時間微分すると,

ẋj = −rjω sinϕj, ẏj = rjω cosϕj,

が得られる。これらの数式を利用すると, 角運動量の z成分は,

Lz =
n
∑

j=1

mjr
2
jω = ω

n
∑

j=1

mj (x
2
j + y2j ), (3.10)

が得られる。ここで, 慣性モーメント:

I =
n
∑

j=1

mj (x
2
j + y2j ), (3.11)

を定義すると, 角運動量の z成分は,

Lz = Iω, (3.12)

のように簡単な数式で記述できる。慣性モーメント Iは時間に依存していないため, 容易
に時間微分でき,

Nz = Iω̇, (3.13)
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が得られる。力が質量と加速度の積であることと同様に, モーメントは, 慣性モーメント
と角速度の時間微分の積である。つまり, 慣性モーメントは角速度の変化に対する抵抗で
ある。慣性モード面とが大きいほど, 回転速度の加速や減速が難しいのだ。また, 角運動
量は慣性モーメントと角速度の積である。この量も, 運動量が質量と速度の積であること
と同形の数式である。慣性モーメントを用いると, 運動エネルギーも,

K =
1

2
Iω2, (3.14)

のように見慣れた形式の数式で記述できる。見慣れた形式の数学で記述する考えは, 本書
の後半で取り扱う解析力学の根本となる重要な思想である。
回転軸を任意方向にとった場合, 角速度ベクトルは, 回転軸に平行であり, 角速度 ωを
大きさとするベクトルωを設定すればよい。回転軸に平行なベクトルの方向は, 回転方向
に対して右ねじの方向に設定するのだ。そのとき, 角速度, 力のモーメント, 運動エネル
ギーは,

L = Iω, N = Iω̇, K =
1

2
Iω2, (3.15)

のように記述される。ディメンジョンは異なるが, 運動量, 力, エネルギーの関係式と同形
の数式で記述できることが興味深い。あたかも, 慣性モーメント I が質量, 角速度ベクト
ルωが速度であるかのように見えるのだ。そのとき, 角運動量Lが運動量, 力のモーメン
トN が力に相当する。
原点Oを通る軸を回転する質点 rjについて, 回転軸ωと rjのなす角を θとすると, 回転
半径は rj sin θである。質点が角速度 ωで回転しているとすると, その速度 ṙjは, rjω sin θ

を大きさとするベクトルである。しかも, 角速度ベクトルωが回転方向と直交しているこ
とから, ṙjはωと直交する。同時に, ṙjは rjとも直交する。したがって, 速度ベクトル ṙjは,

ṙj = ω × rj, (3.16)

なる関係を満足する。この関係式は, 以降の数式変形でしばしば活用する有用な公式で
ある。

3.3.2 慣性モーメントの平行移動
慣性モーメントは, 物体固有の物理量というだけでなく, 回転軸の選び方に依存する。
とはいえ, 回転軸の選択によって複雑に変化するのでなく, 慣性モーメントは単純な規則
によって変換できる。本節では, 回転軸を変更したときの慣性モーメントの変換について
説明する。
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空間中に存在する質量Mの剛体について, 重心を通過する軸AGまわりの慣性モーメントが IGであるとする。軸AGから距離 dを隔て, AGに平行な軸Aまわりの慣性モーメン
ト Iは,

I = IG +Md2, (3.17)

で与えられる。この関係式は, 剛体の形状に依存せずに成立する。この公式を利用すれば,

重心を通る軸まわりの慣性モーメントがわかっていれば, 任意の軸まわりの慣性モーメン
トを容易に計算できる。また, 重心以外の軸まわりの慣性モーメントが計算しやすいので

rG

d

IG
I

AG

A

図 3.8: 慣性モーメント計算のための軸の移動
あれば, 計算しやすい軸を選んで計算した後に, この公式を用いて重心を通る軸まわりの
慣性モーメントに変換することもできる。そのように考えると, この公式は有用なのだ。
関係式 (3.17)を証明しよう。重心の位置をカルテシアン座標で rG = [xG, yG, zG]とする。重心 rGを通り, z軸に平行な軸をAGとする。この軸まわりのモーメントが IGである。一方, z軸をA軸とし, その軸まわりのモーメント Iを計算する。なお, A軸とAGの距離は dであるとする。剛体に含まれる質点の位置が,

xk = xG + x′k, yk = yG + y′k, zk = zG + z′k,

であるとする。そのとき, 慣性モーメントの定義にしたがって計算すると,

I =
N
∑

k=1

mk (x
2
k + y2k) =

N
∑

k=1

mk

[

(xG + x′k)
2 + (yG + y′k)

2
]

=
N
∑

k=1

mk (x
2
G + y2G) + 2

N
∑

k=1

mk (xGx
′
k + yGy

′
k) +

N
∑

k=1

mk (x
′ 2
k + y′ 2k )

= (x2G + y2G)
N
∑

k=1

mk + IG =Md2 + IG,
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が得られる。第 2行目の第 2項 (の総和)はゼロである。また, A軸とAG軸の距離が dで
あるので, 第 3行目において x2G + y2G = d2である。その結果, (3.17)が得られる。
慣性モーメントの平行移動に関する公式 (3.17)は, 運動エネルギーを考えるとわかりや
すい。回転軸を z軸に選び, 角速度 ωで剛体を回転させたとする。このとき, 剛体に含ま
れる質点は, 重心を通る軸 rGのまわりを運動するのだが, 重心 rGも半径 dで z軸のまわ
りを回転している。そのため, 剛体の運動エネルギーは, AG軸まわりの回転エネルギーと, 重心の回転運動による運動エネルギーの和であると考える。つまり, 剛体の運動エネ
ルギーは,

K =
1

2
IGω

2 +
1

2
Md2ω2,

である。右辺の第 1項が重心まわりの回転エネルギー,第 2項が重心運動に伴う剛体の運動
エネルギーである。ここで, K = Iω2/2を利用して慣性モーメント Iを計算すると, (3.17)

が導かれる。

3.3.3 斜面を転がる球
重力の作用によって斜面を転がる球の運動を解いてみよう。球の半径は a, 質量はM と
する。また, 斜面の角度は αとする。この球は, 滑らずに転がりながら斜面を下降する。
解析の便宜上, 斜面下方に x, 斜面と垂直方向に y軸を設定する。さらに, 球が転がった量
として, 時計回りに回転角 θを設定する。
転がる球には, 図 3.9に示すような力が作用する。球の重心には重力Mgが作用する。
その重力は, 成分分解すると, Mg sinαで球を斜面下方に引っ張り, Mg cosαで斜面を垂
直に押している。その反作用として, 斜面から急に垂直抗力Nが作用するため, 球が斜面

Mg

Mg sinα
N

F

θ

Mg cosα α

y

x

図 3.9: 斜面を転がる球に作用する力
に潜り込むことがない。つまり, N =Mg sinαである。一方, 球と斜面の設置点では摩擦
力 F が斜面上方に向かって作用する。
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運動を解析するにあたり, 力の釣り合いに注目し, 運動方程式を記述しよう。この問題
は, 斜面に沿った運動を取り扱うため, 仕事をしない垂直抗力N について考える必要がな
い。球には, 重力によってMg sinαが斜面下方に, 摩擦力F が斜面上方に作用する。一方,

球の重心まわりのモーメントが球を回転させるトルクになる。重力は重心に作用するた
め, モーメントを発生させない。摩擦力 F は重心から aだけ離れ, 球の接線方向に作用す
るので, モーメント aF を発生させる。したがって,

MẍG =Mg sinα− F, (3.18a)

IGθ̈ = aF, (3.18b)

なる運動方程式が得られる。この条件設定において, F < Mg sinαである。摩擦力F が大
きくなれば, 球を回転させるモーメントが大きくなるのだが, 斜面下方に引っ張る合力が
小さくなるので, 回転する必要性が失われる。球に作用するモーメントと, 下方に引っ張
る力のつじつまが合う条件を方程式から特定するのだ。ここで, 球が転がった長さだけ斜
面を下る事実から, xG = aθであり, これを方程式に代入するとともに, F を消去すると,

(Ma2 + IG) θ̈ = a2Mg sinα,

が得られる。球の重心まわりの慣性モーメントが,

IG =
2

5
Ma2,

であることに注意すると, 上の微分方程式は,

7Ma2

5
θ̈ =Ma2g sinα,

のように計算される。ここで, xG = aθを用いると,

ẍG =
5

7
g sinα, (3.19)

が得られる。この結果によると, 回転せずに摩擦力なしで滑るのに比べ, 加速度が 5/7倍
でゆっくりと加速することがわかる。この斜面を転がり続け, 高さ hだけ (斜面に沿って
h/ sinα)下がったとすると, その時点での重心の運動エネルギーは,

KG =
5

7
Mgh,

となるはずだ。ポテンシャルエネルギーがMghだけ低下するので, エネルギー保存則で
は 2Mgh/7が不足することになる。実は, その不足分が球の回転に使われている。つまり,

斜面を転がり落ちる球は, 運動エネルギーの約 28.6%が回転運動のエネルギーなのだ。
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3.4 慣性乗積と慣性主軸
一般の物体を回転させたときの角運動量の表記では, 慣性モーメントがテンソルとして
振る舞う。しかし, 座標軸をうまく設定すれば, テンソルは対角成分以外のすべての成分
をゼロにすることができ, 数学記述を簡略化できる。

3.4.1 慣性モーメントテンソル
内部の固定点Oを中心に回転する剛体を考えよう。固定点Oを原点にとり,座標 [x, y, z]

を設定しよう。この座標は絶対静止系の座標であるとする。一方, 剛体の回転ともに回転
する座標 [ξ, η, ζ]を設定する。この座標の原点もOであるとする。この剛体が, 原点Oを
通るω軸を回転軸として (角速度 ωで)回転する。
剛体が n個の質点 rk (k = 1, 2, . . . , n)で構成されると仮定する。各質点の質量をmkとする。このとき, 剛体の回転による角運動量は,

L =
n
∑

k=1

mkrk × ṙk =
n
∑

k=1

mkrk × (ω × rk),

となる。ここで, 位置ベクトル rkを,

rk = ξkeξ + ηkeη + ζkeζ ,

のように, 剛体とともに回転する座標で表現しよう。このとき, 角運動量の ζ成分は,

Lζ =
n
∑

k=1

mk

[

ηk (ω × rk)ζ − ζk (ω × rk)η
]

=
n
∑

k=1

mk

[

ηk (ωξηk − ωηζk)− ζk (ωζξk − ωξζk)
]

=
n
∑

k=1

mk (η
2
k + ζ2k)ωξ −

n
∑

k=1

mkξkηkωη −
n
∑

k=1

mkξkζkωζ ,

のように計算できる。他の成分 Lξと Lηも同様に計算でき, その結果として, 角運動量L

は,








Lξ

Lη

Lζ









=









Iξξ −Iξη −Iξζ
−Iηξ Iηη −Iηζ
−Iζξ −Iζη Iζζ

















ωξ

ωη

ωζ









, (3.20)

のように行列表現できる。この数式において, 慣性モーメントはテンソルであり, 慣性モー
メントテンソルと呼ばれる。その対角成分は,

Iξξ =
n
∑

k=1

mk (η
2
k + ζ2k), Iηη =

n
∑

k=1

mk (ζ
2
k + ξ2k), Iζζ =

n
∑

k=1

mk (ξ
2
k + η2k),
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となる。また, 非対角成分は,

Iξη = Iηξ =
n
∑

k=1

mkξkηk, Iηζ = Iζη =
n
∑

k=1

mkηkζk, Iζξ = Iξζ =
n
∑

k=1

mkξkζk,

となる。この計算結果によると, 慣性モーメントテンソルは, 対称テンソルである。また,

非対角成分は慣性乗積と呼ばれる。
慣性乗積は回転軸の独立性の悪さ, または, 不安定さを表す。慣性乗積がゼロでなけれ
ば, ある軸の回転が他の軸の角運動量に影響を及ぼすということだ。つまり, 回転軸のぶれ
を引き起こす。例えば,剛体中の座標系をカルテシアン座標で表現したとき, r1 = [ξ1, 0, ζ1]のみ質量mの質点が存在したとする。その条件のもとで, ζ 軸まわりに角速度 ωζ で剛体を回転させたとすると, 角運動量は,

Lξ = −mξ1ζ1ωζ , Lη = 0, Lζ = −m (ξ21 + η21)ωζ ,

となる。この状況は,原点から離れた位置に質点が1個しかないのでバランスが悪く, ξ軸ま
わりにぶれが起きていることを示唆する。これを避けるため,質量mの質点r2 = [−ξ1, 0, ζ1]を配置する。その結果, ξと ζによる慣性乗積が相殺され, ζ軸まわりの回転に対して角運
動量は,

Lξ = 0, Lη = 0, Lζ = −2m (ξ21 + η21)ωζ ,

となり, 軸が安定するわけだ。

3.4.2 対角化と慣性主軸
慣性モーメントテンソルは, 座標系を選べば対角成分以外の成分をすべてゼロにするこ
とができる。つまり, 慣性モーメントテンソルは対角テンソルに変換できるということだ。
そのような座標系では, 回転運動の取り扱いが簡略化されるはずだ。例えば, ベクトル ξ

を変換行列 T によって ξ′に変換すると考えよう。つまり,

ξ′ = Tξ,

のように変換される。このベクトルは, 行列表現において,

ξ =









ξ1
ξ2
ξ3









,

のような列ベクトルである。これに対して,

ξ† = [ ξ†1 ξ†2 ξ†3 ],
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のような行ベクトルを使うと便利である。その行ベクトルは余ベクトルと呼ばれる。例え
ば, ベクトルの長さを ξとすると,

ξ2 = ξ†ξ,

のように行列の積で書くことができる。余ベクトルが 1× 3の行列であり, 一般の列ベク
トルが 3× 1の行列であるので, その積は 1× 1の行列, すなわち, スカラになる。上に書
いたように, 列ベクトルが ξ′ = Tξのように変換されるのなら, 余ベクトルは ξ′† = ξ†T−1

のように変換される。なぜなら,

ξ′ 2 = ξ′†ξ′ = ξ†T−1Tξ = ξ†ξ = ξ2,

のように, ベクトルの長さは座標変換によらず一定値であるべきだからだ。このような行
列表記を用いると, 慣性乗積によるテンソルは,

I = I0 −
n
∑

k=1

mkξkξ
†
k, (3.21)

のように書くことができる。ここで, I0は,

I0 =
n
∑

m=1

mkξ
2









1 0 0

0 1 0

0 0 1









,

なる対角行列である。変換された座標系 ξ′において, (3.21)の右辺の第 2項は,

n
∑

k=1

mkξ
′
kξ

′†
k =

n
∑

k=1

mkTξkξ
†
kT

−1 = T

(

n
∑

k=1

mkξkξ
†
k

)

T−1,

のように変形される。右辺の括弧の中は 3× 3の行列である。線形代数の定理によって明
らかなように, ある行列P が与えられたとき, 変換行列 T を適当に選べば, TPT−1を対角
行列にできる。そのような操作は対角化と呼ばれる。しかも, 上で述べたように ξ2が座
標変換に対して不変であるので, (3.21)の右辺の第 1項は, 座標変換をしても対角行列で
ある。
座標系 ξ = [ξ1, ξ2, ξ3]で, 慣性モーメントテンソルが対角化されたとする。この座標系
は直交座標とは限らない。このとき, 慣性モーメントテンソルは,

I =









I1 0 0

0 I2 0

0 0 I3









,

のように対角行列となる。その座標系において, 角運動量がω = [ω1, ω2, ω3]とすると, 角
運動量は,









L1

L2

L3









=









I1 0 0

0 I2 0

0 0 I3

















ω1

ω2

ω3









=









ω1L1

ω2L2

ω3L3









,
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のような簡単な数式で表される。このような座標系では ξ1軸, ξ2軸, ξ3軸が回転に関して独立しているということだ。この性質によって, どのような形状でも安定した回転軸が三
つ選べることになる。そのような安定した軸は主軸と呼ばれる。

3.5 オイラーの運動方程式
主軸 ξ1, ξ2, ξ3が特定できたものとして, 回転に関する運動方程式を導出しよう。各主軸
の方向における単位ベクトルを, それぞれ, e1, e2, e3とする。そのとき, 角運動量をそれ
らの 1次結合:

L = L1e1 + L2e2 + L3e3,

とする。この角運動量を時間微分すると,

L̇ = L̇1e1 + L̇2e2 + L̇3e3 + L1ė1 + L2ė2 + L̇3e3, (3.22)

が得られる。計算にあたって, そもそも座標系 [ξ2, ξ2, ξ3]が回転しているので, 単位ベクト
ルも時間微分がゼロでないことに注意が必要である。単位ベクトルが, 回転軸ωのまわり
を回転しているのだから, 単位ベクトルの時間微分は,

ė1 = ω × e1, ė2 = ω × e2, ė3 = ω × e3,

と書けるはずだ。一方, 角運動量ベクトルの成分 L1, L2, L3は,

L1 = I1ω1, L2 = I2ω2, L3 = I3ω3,

だから, その時間微分は単純に,

L̇1 = I1ω̇1, L̇2 = I2ω̇2, L̇3 = I3ω̇3,

となる。これらの数式を (3.22)に代入すると,

L̇ = I1ω̇1e1 + I2ω̇2e2 + I3ω̇3e3 + I1ω1 (ω × e1) + I2ω2 (ω × e2) + I3ω3 (ω × e3)

= I1ω̇1e1 + I2ω̇2e2 + I3ω̇3e3 + ω × ω,

が得られる。第 2行目への数式変形では,

L = I1ω1e1 + I2ω2e2 + I3ω3e3,

であることに注意した。ここで, ω ×Lの第 1成分が,

ω2L3 − ω3L2 = ω2ω3I3 − ω3ω2I2 = (I3 − I2)ω2ω3,
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であることに注意しよう。同様の手順で, 第 2成分や第 3成分も計算でき, その結果,

N1 = I1ω̇1 − (I2 − I3)ω2ω3, (3.23a)

N2 = I2ω̇2 − (I3 − I1)ω3ω1, (3.23b)

N3 = I3ω̇3 − (I1 − I2)ω1ω2, (3.23c)

が得られる。これらの方程式は, オイラーの運動方程式と呼ばれる。

3.5.1 対称ゴマの運動
対称ゴマとはある特定の回転軸に対して軸対称になっている形状の回転体である。例え
ば, ξ3軸を回転軸とするとき, 剛体の形状が ξ1ξ2平面で円形であれば, 確実に対称ゴマで
ある。楕円であれば対称ゴマではない。他にも, ξ3軸が重心を通るように描かれた正多角形など, 対称ゴマは無数に存在する。
対称ゴマの条件を考えてみよう。慣性乗積 Iξηを考えたとき, その定義: Iξη =

∑

ξkηkに基づき, ある質点 rk = [ξk, ηk]に対して, 別の質点 rl = [ξk,−ηk]が存在する。ただし, すべ
ての質点が同一の質量mをもつと仮定した。その場合, 慣性乗積が相殺されて Iξη = 0と
なる。他の慣性乗積についても同様の考察をすると, 慣性モーメントテンソルが対角行列
であることがわかる。
対称軸が ξ3である場合, ξ1軸と ξ2軸は区別がつかない。そのように考えると, I1 = I2でなければならない。その条件のもとでオイラーの運動方程式を書くと,

N1 = I1ω̇1 − (I1 − I3)ω2ω3, (3.24a)

N2 = I2ω̇2 − (I3 − I1)ω3ω1, (3.24b)

N3 = I3ω̇3, (3.24c)

が得らえる。外力によるモーメントが作用しなければ, N = 0なので, 第 3式は ω̇3 = 0の
ように書き換えられる。すなわち, ω3は定数である。その定数を ω3 = ω0と書くことにしよう。そのとき, オイラーの運動方程式の第 1式と第 2式は,

ω̇1 − λω2 = 0, ω̇2 + λω1 = 0,

のように書き換えられる。ここで,

λ =
I1 − I3
I1

ω0,
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とおいた。得られた微分方程式から ω2を消去すると,

ω̈1 + λ2ω1 = 0,

が得られる。この微分方程式は容易に解くことができ,

ω1 = A cos(λt+ α), ω2 = −A sin(λt+ α), (3.25)

となるのだ。ここで, Aと αは積分定数である。得られた結果によると, 対称ゴマの運動
は, 対称軸以外の軸成分がセロでない場合, 図 3.10に示すように対称軸 ξ3を周回するように角運動ベクトルが変化する。このような回転軸の変動は章動と呼ばれる。 数式 (3.25)

ξ1

ξ2

ξ3

λt+ α

ω

O

A

図 3.10: 対称ゴマの章動
によると, 角運動量ベクトルの変化は, I3 > I1であれば λ > 0となるので, ξ3の正から原点を見ると時間経過とともに時計回りに回転する。章動は, 歳差運動に類似しているが,

発生原理が歳差運動とは異なる。歳差運動は後に議論するように, 外力に起因する運動で
あるが, 章動は慣性モーメントの成分に起因するのだ。
章動の現象は, 地球の自転運動でも観測されている。地球の対称軸は北極点と南極点を
結ぶ軸である。地球の慣性モーメントは, (I1 − I3)/I1 ' 1/298程度である。自転の角速度
ω0は 1日の長さの逆数である。よって, 自転軸の揺らぎの角速度 λは ω0/300程度の値となり, 自転軸が 300日程度で揺らぐことが予想される。実際の揺らぎの周期は 434日程度
である。予想と異なるのは, 地球が完全な剛体でなく, マントル等が滞留する構造に起因
する。章動に起因する自転軸の動揺はチャンドラスカー振動と呼ばれ, 北極点や南極点の
付近での自転軸のずれは 10メートル程度である1。

1Alfred Leick, “GPS Satellite Surveying,” John Wikey & Sons, Inc., 3rd Ed., ISBN 0-471-05930-7

pp.13–15, 2004.
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3.5.2 回転による運動エネルギー
慣性主軸を座標軸に設定すると, 任意の回転において単純な数式で運動エネルギーが
記述できる。運動エネルギーを導出するにあたり, 剛体に含まれる各質点が mkṙ

2
k/2の運動エネルギーをもつことに注意しよう。しかも, これまで扱ったように, 質点の速度は

ṙk = ω × rkなる関係を満たす。この前提のもとで, 剛体の運動エネルギーを計算すると,

K =
1

2

N
∑

k=1

mk |ω × rk|2

=
1

2

N
∑

k=1

mk

[

(ω2ξ
(k)
3 − ω3ξ

(k)
2 )2 + (ω3ξ

(k)
1 − ω1ξ

(k)
3 )2 + (ω1ξ

(k)
2 − ω2ξ

(k)
1 )2

]

=
1

2

N
∑

k=1
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[

ω2
2(ξ

(k)
3 )2 − ω2ω3ξ

(k)
2 ξ

(k)
3 + ω2

3(ξ
(k)
2 )2

+ ω2
3(ξ

(k)
1 )2 − ω1ω3ξ

(k)
1 ξ

(k)
3 + ω2

1(ξ
(k)
3 )2

+ ω2
1(ξ
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2 )2 − ω1ω2ξ

(k)
1 ξ
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2(ξ
(k)
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]

=
1

2

[

Î11ω
2
1 + Î22ω

2
2 + Î33ω

2
3 − 2 (Î12ω1ω2 + Î23ω2ω3 + Î13ω1ω3)

]

,

が得られる。ここで, Îklは慣性モーメントテンソルの成分である。座標軸が慣性主軸になるように選ばれているならば, 慣性乗積がゼロになるはずなので, 運動エネルギーは,

K =
1

2

(

I1ω
2
1 + I2ω

2
2 + I3ω

2
3

)

, (3.26)

のように簡単な数式で表現できる。また, Ikは慣性モーメントテンソルの対角成分, すな
わち, Ik = Îkkである。

3.6 歳差運動
コマは外力の影響で回転軸を変化させる, いわゆる, 歳差運動と呼ばれる運動をする。
地上で回すコマが歳差運動をするのは, 地球の重力が要因だ。地球でさえ歳差運動をす
る。地球は公転面から約 23.4◦自転軸が傾いている。地球の自転軸は太陽の重力のため,

約 25,800年周期で自転軸の向きが変化している。本節では歳差運動を解析する手法を取
り扱う。

3.6.1 オイラー角
歳差運動するコマは, 回転軸が鉛直方向から傾き回転する。そのような運動をする剛体
を解析するには,回転軸を明らかにしたうえで,剛体自体がどれくらい回転したか表現する
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ことが重要である。その表現のため, オイラー角と呼ばれる三つの角度 θ, ϕ, ψを用いる。
オイラー角の表現方法はいくつも存在するが, 図 3.11を用いて一例を示そう。初期状態
として, 3次元のカルテシアン座標 [x, y, z]を考える。その座標から, 次の手順によって, 剛
体における座標系 [ξ, η, ζ]を得る。

1. 座標系を z軸まわりに角度 ϕだけ回転させる。回転後の座標系を [x′, y′, z′]とする。
このとき, z′軸は z軸と一致している。

2. 座標系を y′軸まわりに角度 θだけ回転させる。回転後の座標系を [x′′, y′′, z′′]とする。
この回転によって, 図中の円板D1はD2の位置に回転する。このとき, y′′軸は y′軸
と一致する。また, [x, y, z]座標系から見ると, 方位角ϕ, 天頂角 θの方向に新たな z′′

軸が向いていることになる。
3. 座標系を z′′軸まわりにψだけ回転させる。回転後の座標系が最終的な座標系 [ξ, η, ζ]

である。なお, 図では座標軸が込み合うため, η軸は省略した。
この手順の中で, 手順 1と手順 2によって剛体の回転軸が定まる。手順 3は, 定まった回転
軸における回転によって, 局所的な座標軸 [ξ, η, ζ]の方向を決めているわけだ。剛体の運
動を記述するには, [ξ, η, ζ]でなく, 回転軸の方向と, 回転軸まわりの回転角を表す θ, ϕ, ψ

を用いる。

ϕ
O

x

y

z

x′

y′

x′′

z′

y′′

z′′ ξ
ζ

θ ψ

D1

D2

図 3.11: オイラー角の説明図
剛体の運動の取り扱いには, 回転軸の方向 θ, ϕと, 回転軸まわりの回転角 ψの変化を解
析するのだ。そのためには, 慣性主軸まわりの角速度ω1, ω2, ω3を θ̇, ϕ̇, ψ̇の寄与で構成す
ることが重要である。それらの角運動量の構成は, 次のように段階的に構成するとわかり
やすい。なお, 説明を簡潔に書くため, dωx′′のような記号で角運動量に対する寄与を表記
する。このdωx′′は, x′′軸まわりの角運動量の増加分を表すことにする。
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ψ̇による寄与 この回転角の変化は, z′′軸 (= ζ軸)まわりの回転であるので, その寄与は明

らかである。つまり, ψ̇は角運動量の変化dωζ = ψ̇を発生させる。一方, ωξと ωηの増減にはまったく寄与しない。
θ̇による寄与 この回転角の変化は, y′軸 (= y′′軸)まわりの回転であるので, 角運動量の変

化dωy′′ = θ̇を発生させる。この回転によって得られた座標系 [x′′, y′′, z′′]は, 引き続
き, z′′軸 (= ζ軸)のまわりに角度 ψだけ回転して, 座標系 [ξ, η, ζ]に変換される。こ
のとき, ζ軸は y′′軸と直交するので, dωy′′ は ωζ には寄与しない。結果として, dωy′′は, dωξ = −dωy′′ sinψと, dωη = dωy′′ cosψに分配される。

ϕ̇による寄与 この回転角の変化は, z軸 (= z′軸)まわりの変化であるので, 角運動量の変
化dωz′ = ϕ̇を発生させる。その回転によって得られた座標系 [x′, y′, z′]は, 引き続き,

y′軸 (= y′′軸)まわりに角度 θだけ回転し, [x′′, y′′, z′′]に変換される。新たな座標系
では, dωz′ は ωx′′ = −ϕ̇ sin θと, ωz′′ = ϕ̇ cos θに成分分解される。引き続き, 座標系
[x′′, y′′, z′′]は z′′軸 (= ζ 軸)まわりに角度 ψだけ回転し, [ξ, η, ζ]に変換するされる。
その結果, dωz′′ はdωζ = dωz′′ のように引き継がれるが, dωx′′ は, ωξ = dωx′′ cosψと
ωη = dωx′′ sinψに分配される。

上で書いた説明は, オイラー角の時間微分が図 3.12に示すように角運動量の成分として
分配されることを述べている。 ここで, 座標系 [ξ, η, ζ]が慣性主軸になるよう座標軸が設

ωζ = ψ̇

ωy′′ = θ̇
ωξ = −θ̇ sinψ

ωη = θ̇ cosψ

ωz′ = ϕ̇

ωx′′ = ϕ̇ sin θ

ωz′′ = ϕ̇ cos θ ωζ = ωz′′ = ϕ̇ cos θ

ωξ = ωx′′ cosψ = ϕ̇ sin θ cosψ

ωη = ωx′′ sinψ = ϕ̇ sin θ sinψ

図 3.12: オイラー角の変化による角運動量への寄与
定されていると仮定し, ωξ, ωη, ωζ を, それぞれ, ω1, ω2, ω3 と書くことにしよう。図 3.12

に描かれた寄与に注意しながら角運動量を特定すると,

ω1 = ϕ̇ sin θ cosψ − θ̇ sinψ, (3.27a)

ω2 = ϕ̇ sin θ sinψ + θ̇ cosψ, (3.27b)

ω3 = ψ̇ + ϕ̇ cos θ, (3.27c)

が得られる。剛体による任意の回転体は, この方程式を解くことによって解析できるのだ。
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3.6.2 対称ゴマの運動
本項では対称コマの運動を解析する。対称軸を ζ軸とし, I1 = I2の条件を設定する。また, 対称軸 (ζ軸)まわりの慣性モーメントを I3とする。コマの質量をM としておく。こ
のとき, 対称ゴマの運動方程式を導出しよう。
コマの脚が原点Oで接地しているとし, 原点からコマの重心までの距離が lであるとす

る。前項で議論したオイラー角ϕ, θ, ψは, それぞれ, 対称軸の傾斜方向, 対称軸の傾斜角,

コマの回転角に対応する。対称軸が鉛直方向から傾いている場合, すなわち, θ 6= 0のと
き, コマは重力で倒れないように歳差運動している。歳差運動は ϕ̇ 6= 0に対応する。
コマに作用する力のモーメントは, 図 3.13に示すように三つの要因で発生する。それら
の要因は, 重力, 歳差運動による遠心力, 歳差運動によるコマ自身の角運動量の変化だ。そ

O

l

Mg

Mg sin θ

ϕ̇

θ θ

Mlϕ̇2 sin θ

l

Mlϕ̇2 sin θ cos θ

Mlϕ̇2 sin2 θ

θ

I3ω3

I3ω3 sin θ

I3ω3 cos θ

I3ω3ϕ̇ sin θ · t

ϕ̇ t

O

O

(a) Gravity acting on a spinning top. (b) Centrifugal force due to precession.

(c) Change of angular momentum.

I3ω3 sin θ

I3ω3

ϕ̇ t

図 3.13: 対称ゴマに作用する力のモーメントの要因
れらの要因は, コマが重力を受けて傾くことを発端にして, コマ自身が自己制御をかけて
発生する。歳差運動のメカニズムは本項では触れず, 歳差運動しているコマに作用する力
のモーメントを考察する。それら三つの要因に起因する力のモーメントの合計がコマに作
用している。
重力 図 3.13 (a)に示すように, コマの重心には, 鉛直下方に重力Mgが作用する。その
とき, 原点から半径 lの円の接線方向の成分がコマを倒す力なるので, コマには力のモー
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メントNg =Mgl sin θが作用する。この力のモーメントは, θを増加する方向に作用して
いる。
歳差運動による遠心力 歳差運動は対称軸の方向を変化させる運動だ。上に書いたよう
にコマは ϕ̇の角速度で対称軸の向きを変える。この歳差運動によって, コマの重心は半径
l sin θの円を描く。円運動をするために, コマの重心は歳差運動の内側に向かう水平方向に
lϕ̇2 sin θの加速度で運動している。そのとき, 回転するコマの重心の立場では, 図 3.13 (b)

に示すように, 遠心力として, lϕ̇2 sin θなる加速度が外側にはたらいている。これが, コマ
をさらに倒そうとするわけだ。重力と同様に, 鉛直面に描いた半径 lの円の接線方向の成
分がコマを倒す加速度となる。すなわち, lϕ̇2 sin θ cos θがその成分だ。支点から長さ lの
位置でこの加速度となるので, 傾き角 θの 2階微分への寄与は ϕ̇2 sin θ cos θとなる。した
がって, 遠心力に起因する力のモーメントはNc = I1ϕ̇

2 sin θ cos θとなる。この成分も θを
増加させる方向に作用する。
歳差運動による角運動量の変化 コマが対称軸のまわりを ω3の角速度で回転している場合, 図 3.13 (c)に示すように, その軸方向に I3ω3の角運動量をもつ。対称軸が鉛直方向から θだけ傾いているので, 角運動量は水平方向に I3ω3 sin θ, 鉛直方向に I3ω3 cos θの成分に分解できる。歳差運動によって, 微小時間 dtの間に対称軸は水平方向に ϕ̇dtだけ変化す
る。対称軸の変化によって, 角運動量の鉛直方向の成分は変化を受けないが, 水平方向の
成分が変化する。図 3.13 (c)の吹き出しの中に描くように, 水平方向の成分の変化は, 大
きさが I3ω3ϕ̇ sin θ ·dtで, その方向は, 歳差運動の進行方向だ。つまり, コマの重心は歳差
運動によって, Na = I3ω3ϕ̇ sin θなる力のモーメントを受けている。コマの立場では, 慣性
力として, その逆方向に見かけの力のモーメントを受ける。その力のモーメントは, θを減
少する方向に, すなわち, コマを起き上がらせる方向に作用する。
上で記述した考察によって, 回転するコマに作用する力のモーメントが明らかになった。
上で用いた記号を使うと, 運動方程式は I1θ̈ = Ng +Nc −Naとなる。これらの記号の正体を展開すると, 運動方程式:

I1θ̈ =Mgl sin θ + I1ϕ̇
2 sin θ cos θ − I3ω3ϕ̇ sin θ, (3.28)

が得られる。この方程式を得るために, 上のような考察が必要となることを考えると, コマ
の回転は複雑に感じるかもしれない。後の章で解析力学の手法を用いるて, (3.28)がもっ
と簡単に導出できることを示す。
微分方程式 (3.28)の最も簡単な解は θ = 0である。この解は, 対称軸が鉛直方向に直
立して回転する状況に相当する。オイラー角の定義上, このケースでは, ξ軸が xy平面上
で x軸を角度 ϕ + ψだけ回転した位置に存在する。一方, (3.27c)に θ = 0を代入すると,
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ω3 = ϕ̇ + ψ̇が得られる。これらの事実は, コマの回転角が ϕ + ψであり, 一定の角運動
量 ω3がその回転角の時間微分であることを意味している。すなわち, この解が意味する
のは, 対称軸を鉛直方向に直立させ, 対称軸まわりに一定の角速度で回転を続けるコマで
ある。そのようなコマは, 眠りゴマと呼ばれる。

3.6.3 歳差運動
重力場で回転するコマは, 対称軸が鉛直方向からずれていると, 重力の影響で中心軸を
鉛直軸まわりに揺らしながら回転する。そのような運動は歳差運動と呼ばれる。歳差運動
は (3.28)の解として導出される。
微分方程式 (3.28)を直接的に解くのは難しいので, エネルギー保存則を利用して現象を
解析しよう。つまり, 運動エネルギーとポテンシャルエネルギーの和E ≡ K + U が一定
であることを利用するのだ。エネルギーの和Eは,

E =
I1
2

(ϕ̇2 sin2 θ + θ̇2) +
I3
2

(ψ̇ + ϕ̇ cos θ)2 +Mgl cos θ, (3.29)

となる。この方程式を評価するにあたり, 系全体の角運動量保存則を考えるのがよい。系
全体の角運動量の鉛直成分 Lzは,

Lz = I1ϕ̇ sin2 +I3ω3 cos θ,

である。第 1項は歳差運動におけるコマの重心の角運動量であり, 第 2項は対称軸まわり
を回転するコマの角運動量である。それらの和として与えられるLzは定数だ。その事実を利用し,

ϕ̇ =
Lz − I3omega3 cos θ

I1 sin
2 θ

,

に注意しよう。既に述べたように, ω3も定数である。そこで,

V (θ) =
I3
2
ω2
3 +Mgl cos θ +

(Lz − I3ω3 cos θ)
2

2I1 sin
2 θ

, (3.30)

なる有効ポテンシャルを導入すると, コマの全エネルギーは,

E =
I1
2
θ̇2 + V (θ), (3.31)

のように, 対称軸の傾き θの関数で記述できるのだ。数式 (3.30)で定義される有効ポテン
シャル V (θ)は, 図 3.14に示す曲線を描く。このポテンシャルは, θ → 0, θ → πの極限で,

V (θ) → ∞のように振る舞い, 区間 (0, π)に含まれる一か所 (例えば θ0)で極小値をとる。その有効ポテンシャルの極小値をE0とすると, (3.31)で表される全エネルギーがE > E0
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図 3.14: 対称コマの有効ポテンシャル
であれば, コマはポテンシャルの谷間を往復運動する。例えば, 全エネルギーが図 3.14に
示すE1であると、コマの回転軸は θ1と θ2の間で変動する。そのような運動は章動と呼ばれる。全エネルギーがE0となれば, コマの回転軸は θ0で安定する。この場合, コマの
回転軸は, 鉛直方向と角度 θ0を保って周回する, いわゆる, 歳差運動をする。
コマが歳差運動をする状況に限定して解析しよう。回転軸の傾き θは一定値であるので,

θ̈ = 0である。このとき, 微分方程式 (3.28)は,

I1ϕ̇
2 cos θ0 − I3ω3ϕ̇+Mgl = 0,

となる。歳差運動の条件が成立することから θ = θ0とした。この微分方程式は, ϕ̇に関す
る 2次方程式である。ここで,

I23ω
2
3 − 4Mgl I1 cos θ ≥ 0, (3.32)

が成立するならば, 2次方程式には実数解が存在する。その場合, ϕは一定値をとるという
ことだ。その一定値をΩとおけば,

I1Ω
2 cos θ0 − I3ω3Ω +Mgl = 0, (3.33)

が成立するわけだ。コマは回転軸を角速度Ωで z軸まわりを周回しながら歳差運動する
のだ。特にコマが高速回転する条件では, ω3が十分に大きく, 2次方程式 (3.33)の 2次の
項が無視できる。その場合,

Ω ' Mgl

I3ω3

, (3.34)

の角速度でコマの回転軸が回転することになる。この数式によると, コマの角速度が大き
くなるほど, Ωが小さい, すなわち, 歳差運動での回転軸の振れが遅くなる。
一方, ωが小さくなると, 2次方程式 (3.33)が条件 (3.32)を満たすことができず, 実数解
をもたない。その場合, θが大きくなれば解をもつことができる。この事実は, 接地点との
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摩擦によってコマの回転速度 ω3が低下すると, 傾きが大きくなり, コマはいずれ地面に倒
れこむことになる。

3.7 コマが倒れない理由
回転をするコマは重力の作用を受けて回転軸を傾斜させるが, 歳差運動をすることに
よって倒れない。その現象は謎めいて見えるかもしれない。回転するコマが重力に逆らっ
て見えることから, 回転運動と反重力を結びつけたくなるかもしれない。確かに, 宮崎駿監
督の「となりのトトロ」ではコマに乗って浮遊するシーンがあった。ファンタジーとは異
なり, 現実としてコマの運動が反重力につながらないことを本節で説明する。コマを使っ
て反重力装置を発明しようとしても無駄なのだ。

3.7.1 角運動量保存の観点
コマの運動は角運動量保存によって簡潔に説明できる。一般の物理学のテキスト2 は,

角運動量によってコマの歳差運動を説明している。第 3.6.2項でコマに作用する力のモー
メントの要因として取り上げた角運動量の変化が, 角運動量保存則に基づく変化だという
説明だ。角運動量保存則は, 重力の作用によってコマが歳差運動をすることを簡潔に説明
してくれる。
既に導入したように, 複数の質点で構成される剛体の角運動量はL =

∑

mkrk × ṙkによって与えられる。回転する対称ゴマの場合, 図 3.15に描くように, 角運動量Lは回転軸
方向を向いたベクトルである。コマは, 脚が床に接地し, その接地点を固定点として回転
している。回転軸が鉛直方向から傾いていると, 重力の作用を受けて倒れようとする。接
地点からコマの重心までの距離が lであり, コマの質量がMであるとする。コマの回転軸
が鉛直方向から角度 θだけずれている場合, 重力Mgは, 接地点に向かう成分Mg cos θと,

軸を倒そうとする成分Mg sin θに分離できる。そのうち, 接地点に向かう成分は, コマの
構造の中で反作用成分との間で釣り合っているはずだ。そのため, 軸を倒そうとする成分
がコマの運動に影響を与える。 その力は, 接地点Oを中心とする大きさMgl sin θのモー
メントを形成する。力F に起因るモーメントがN = r × F となるので, この例において
は, 図 3.15に描くように, モーメントN は角運動量Lと直交する。このモーメントは角
運動量の向きを変化させるのだ。
角運動量とモーメントの関係は, 速度と加速度の関係と同一である。速度と直交する力
は, 速さを一定に保ちながら運動方向を変化させる。同様に, 角運動量と直交するモーメン

2例えば, 阿部龍蔵, “力学・解析力学,” 岩波書店, 第 4版, ISBN 4-00-007921-2, p. 183, 1999.
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図 3.15: 歳差運動するコマ
トは, 角運動量の大きさを一定に保ちながらベクトルの向きを変える。言いかえると, 角運
動量の大きさが一定のもとで, 回転軸が変化するのだ。その様子は, 微小時間dtにおける
角運動量の変化として, 図 3.16に描いた。モーメントN が角運動量Lと直交するので, L

の大きさは不変である。微小時間に角運動量が変化する量は,図に示すようにMgl sin θdt

θ

|L| = I3ω3

Ω dt

= Mgl sin θ t
|dL| = |N | t

z

O

Precession
L(t) L(t+ t)

図 3.16: 歳差運動による角度運動量の変化
である。そのとき, 角運動量は, Mgl sin θdt/I3ω3だけベクトルの向きが変わる。この角運動量の変化による歳差運動は, 角運動量ベクトルの先端の動きを回転面における角度で評
価する。微小時間dtに歳差運動で変化した方位をΩ dtとしよう。そのとき,

Ω =
Mgl

I3ω3

,

となる。このΩが歳差運動による回転軸の変化率を表している。この値は, 前節で算出し
た, 高速回転しているコマにおける歳差運動の速さと一致する。
本項で説明したように, 角運動量を用いると, コマの重心に作用する重力が回転軸を変
化させるためのモーメントになることを簡潔に説明している。そのため, 回転するコマは
歳差運動しながら, 回転を持続できるのだ。しかし, 筆者は次のような理由で, 角運動量の
説明だけでは不十分であると考えている。
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1. 角運動量やモーメントは数学記述の道具であり, そのベクトルの方向が実際の力の
方向と一致していないので, 直接的に物体に作用する力の関係がわかりづらい。

2. 歳差していない状態から歳差運動に入る過渡的な状態がわかりづらい。
これらの点について現象を解説するため, 次項ではコマに作用する力を直接的に解析する。

3.7.2 慣性力による観点
回転運動するコマを構成する要素 (質点)は, 回転運動を強いられているので, 常に遠心

力などの慣性力が作用している。その慣性力が, 重力で倒れることなく回転を維持するた
めのからくりだと考え, 本項ではコマの運動について解説する。
歳差運動せずに直立状態で回転するコマはわかりやすい。図のように, 四方からコマを
外向きに引っ張る力が釣り合った状態でコマは回転しているのだ。コマの回転軸が傾くと
どうなるだろうか? 回転軸がずれるため, コマを構成する質点は円運動をしなくなる。運
動形態が円運動でなくなるので, 質点に作用する遠心力などの慣性力は時間経過とともに
変化する。その変化を調べてみよう。
任意の運動は複雑なので, 安定的に歳差運動をする形態に限定して説明しよう。コマを
構成する微小部分に着目し, 図 3.17に示すように, 微小部分には慣性力が作用していると
考えられる。この図は, コマの外周上の点Pに作用する力を図示している。慣性力を評価
するには, 特定の点Pの位置を時間 tの関数として数式で表現し, 時間についての 2階微分
を計算する。その導関数に質量を乗じて符号反転すれば質点Pに作用する慣性力F が得

F

F n

F t

θ
Rotation

Precession
P

O

z

F = −mP

d
2
rP

dt2

図 3.17: 回転するコマの構成要素に作用する慣性力
られるわけだ。次のステップとして, F を法線成分F nと接線成分F tに分解することが重要である。コマがいかなる力に対して変形しないと仮定するならば, コマの運動はF nによる影響を受けない。コマは自らの構造に基づき, F nを相殺するだけの力を供給できるからだ。一方, F tは原点Oを中心に, コマを回転させようとする。つまり, 質点に作用す
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る慣性力のうち接線成分 F tを特定することが重要である。図を見てもわかるように, 歳
差運動の内側に位置する外周は, 加速度が上向きに作用するため, 回転軸を引き戻そうと
する。逆に, 歳差運動の外側に位置する外周は, 回転軸をさらに大きく倒そうとする。コ
マの動きは, それらの大小関係によって決まるわけだ。
一例として, 半径 5 cmの円板で構成されるコマを考えよう。コマの支点から重心まで
の距離が 4 cmとなるように, 円板に回転軸が取り付けられているとする。計算するにあ
たり, コマは ω3 = 40 rad/sで回転し, Ω = 9 rad/sで歳差運動する状態を仮定した。計算
結果として, 図 3.18 (a)にコマの外周の軌跡を, 同図 (b)に外周の加速度をプロットする。
コマの外周は, ほぼ 0.1秒ごとに, 歳差運動の外側と内側を切り替えながら運動している。
外周にかかる加速度が 80m/s2にも達するのは驚く事実だ。 計算対象のコマの大きさも
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コマ支点と重心の距離 l = 4 cm, コマの半径 r = 5 cm,

回転速度 ω3 = 40 rad/s, 歳差速度 Ω = 9 rad/s.

図 3.18: 回転するコマの外周の軌跡と加速度の変化
回転速度も, 遊びの中で簡単に実現できる数値であるにも関わらず, そのコマの外周には
重力加速度の 8倍もの加速度が生じているのだ。図 3.18の (a)と (b)を比べると, 外周が
歳差運動の外側に位置するときに加速度が大きくなっていることがわかる。しかし, 加速
度の接線成分は歳差運動の内側に位置するときの方が, 外側に位置するより 10m/s2以上
も大きい。上で述べたように, 外周に作用する慣性力は, 歳差運動の外側で回転軸を倒す
方向に, 内側で引き起こす方向に働くので, コマ全体としては回転軸を引き起こす方向に
力が働くことが予想できる。コマのすべての構成要素に作用する力の総和が, 重力に負け
なければ, コマは倒れないのだ。

コリオリの力による現象説明 上で一例をあげて説明したように, コマが倒れずに回転を
持続できるのはコマの各構成要素に作用する慣性力に起因する。図 3.18 (a)に示したよう
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に, 静止系から見るとコマに含まれる特定の点は円運動でないため, 加速度の計算が単純
ではない。簡単に現象理解するにはコリオリの力を考えるとよいだろう。コリオリの力は,

回転運動する観測者が観測する見かけの力である。この場合, 歳差運動によって生じるコ
マの回転軸と一緒に運動する観測者の目線で物理現象を考えてみるのだ。鉛直軸を z軸に
とり, コマと一緒に歳差運動している観測者の目線では, 図 3.19のようにコマの状態が描
かれる。コマは, xz平面内で傾いているとしよう。 既に説明したように, 質量mkに作用
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図 3.19: 歳差運動するコマに作用するコリオリの力 (ϕ = 0)

するコリオリの力はmkṙk ×ωで与えられる。ここで, ṙkは質量mkの速度であり, ωは角
速度ベクトルである。角速度ベクトルは, 回転の角速度を大きさとし, 回転軸方向を向い
たベクトルである。コリオリの力を特定するため便宜的に設けられたベクトルと考えれば
よい。歳差運動が z軸まわりの運動なので, 歳差に関する角速度ベクトルは z軸の正の方
向を向いている。コマは本来の軸を中心に回転しているので, 回転による速度軸を図 3.19

のように描く。図では, コマの外周の 4点: 点A, 点 B, 点C, 点Dに速度ベクトルを描い
た。それらの速度ベクトルに対応するコリオリの力は, F (A), F (B), F (C), F (D)のよう
に描かれる。描かれた力によると, F (B)と F (D)は均衡がとれているが, F (A)と F (C)

が一直線上にないため注意が必要だ。この場合, 線分BDのまわりに回転するところであ
るが, コマの軸がしっかりと固定されているのであれば, むしろ, 自由に動けるOを支点
として回転をしようとする。その場合, F (A)とF (C)を, 支点Oから見た法線成分と接線
成分に分けると便利だ。法線成分が F n(A), F n(C)であり, 接線成分が F t(A), F t(C)である。図から明らかなように, 接線成分が点Aと点Cで異なり, コマを鉛直軸に向かて持
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ち上げようとする力がコマに作用している。その力がコマに作用する重力と釣り合えば,

安定に歳差運動し, コマは倒れないのだ。一方, 法線成分はコマを変形させようとする力
となるが, コマの剛性によって内部で反作用がはたらき変形を免れているはずだ。

歳差運動発生のメカニズム 前段落では, 歳差運動するコマには重力に逆らってコマを持
ち上げようとする力が作用することを説明した。本段落では, どのような仕組みによって
歳差運動が開始するのかを説明する。回転するコマを傾けて設置すると, 少しだけ重力で
下がった後, 歳差運動が始まる。その下がるという運動が重要である。図 3.20に, 重力で
下がるコマに作用するコリオリの力を描いた。重力の作用でコマは支点Oを中心に回転
しながら落下する。この図は, 落下運動する観測者から見たコリオリの力を描いている。
コマの回転軸が xz平面上で発生している場合, 便宜上設定される角速度ベクトルΩは y
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図 3.20: 歳差運動の原動力 (ϕ = 0)

軸の正の方向を向いている。図のように, コマの外周に点 A, 点 B, 点 C, 点 Dを設定し,

各店におけるコリオリの力を調べてみよう。点Aと点Cではコマの回転による速度が角
速度ベクトルと平行なのでコリオリの力は発生しない。それに対して, 点 Bと点 Dでは
速度が角速度ベクトルと直角をなし, コリオリの力が最大になる。発生するコリオリの力
は, 点 Bと点Dで逆方向になるので, 上から見たとき, コマの回転軸を反時計回りに回転
させる。これが歳差運動が発生するメカニズムである。
歳差運動を発生させるメカニズムはよくできていて, コマの回転速度と歳差運動の速度
が自動的に釣り合う仕組みを自然に実現している。コマの回転速度が小さく重力が優勢
のとき, コマは下がり, その間に歳差運動が速くなる。逆に, 歳差運動が速すぎる場合, コ
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マは重力を振り切って直立しようとするが, 軸が上に向かって運動すると, 歳差運動にブ
レーキがかかる。どちらにしても, 歳差運動によるコリオリの力が重力と釣り合う位置を
回転するコマが自ら探して安定化するのだ。これは, 初期状態でふらついていたコマが,

回るうちに軸のブレが少なくなって安定化する過程に相当する。




