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第6章 正準方程式
本章では解析力学おける方程式の構造について調べる。実用的な計算のためでなく, 数
学的な本質に迫るための考察するのだ。数学的な形態を追及しているため, 物理現象のし
くみは無視されているかもしれない。しかし, 本章で得られる数学記述の美しさが, 量子
力学や統計力学において活用されることになる。

6.1 循環座標
ラグランジュの運動方程式が与えられ, 方程式を解くために拘束条件が設定されている
とする。ここでは, ホロノミックな拘束が設定されているとし, 散逸関数を必要とする抵
抗力の存在は考えないことにする。
問題を解くにあたり, 数学記述は一般化座標 qkを用いるものとする。一般化座標を取り扱うのは, 拘束条件を設定しやすいからである。一般化座標における一般化運動量:

pk =
∂L

∂qk
,

の利用価値を考察しよう。例えば, 中心力を受けて運動する質点の解析にはカルテシアン
座標よりも極座標の方が扱いやすい。極座標を用いると,

L =
1

2
m (ṙ2 + r2θ̇2)− U(r),

のように, ラグランジアンが θ̇を含むが θを含まない形で記述できることが利点なのだ。
ラグランジュの方程式を定義どおりに書くと,

d

dt

∂L

∂θ̇
− ∂L

∂θ
= 0,

なのだが, ラグランジアンに θが含まれないので,

∂L

∂θ̇
= pθ = const,



156 第 6章 正準方程式
のように,一気に pθが決まってしまうのだ。もともと, pθ = mr2θ̇だったので, θ = C/r2 (C

は定数)がわかり, 数式から θを排除して rだけの数式に書き換えれる。そうすると, 容易
に r(t)が得られるのだ。カルテシアン座標系だと, そんなに簡単にはいかない。
一般化座標に期待する効果は, 極座標の例のように, 拘束条件によって特定の座標がラ
グランジアンから姿を消すことだ。拘束条件によって自由度が f になった系では, ラグラ
ンジアンはL(q1, . . . , qf , q̇1, . . . , q̇f , t)となるが, 特に注意を要する場合を除き, 座標成分を
一括にして L(q, q̇, t)と書くことにしよう。
拘束条件によって, ラグランジアンが qjの依存性をもたない場合, ラグランジュの運動
方程式は,

pj =
∂L

∂qj
= const,

のように変形できる。先ほど極座標の例で見たように, 自由度が減れば方程式が簡略化さ
れる。そうすると, 解の導出が容易になるのだ。この例のように, 依存性が脱落した座標
成分は循環座標と呼ばれる。いうまでもなく, 拘束条件によって多くの座標成分が循環座
標となる座標系を選ぶことが重要だ。
自由度が f の場合, 独立した一般化運動量の成分は f 個だけとることができる。一般化
運動量は, qk, q̇k, tの関数である。形式的に書くと,

p1 = p1(q1, . . . , qf , q̇1, . . . , q̇f , t),

p1 = p2(q1, . . . , qf , q̇1, . . . , q̇f , t),

...

pf = pf (q1, . . . , qf , q̇1, . . . , q̇f , t),

のような連立方程式とみなすことができる。一般化速度 q̇kが未知数だとみなせば, これら
f この方程式から q̇kが qkと tの関数として特定できるはずだ。

中心力による運動 球面座標系を用いて, 中心力による運動について考察してみよう。座
標として, 原点からの距離 r, 天頂角 θ, 方位角 ϕを使うことにする。原点Oに中心力の源
があると仮定し, 位置エネルギーが U(r)で与えられるとする。このとき, ラグランジア
ンは,

L =
m

2
(ṙ2 + r2θ̇2 + r2ϕ̇2 sin2 θ)− U(r),

となる。このラグランジアンを座標の時間微分 ṙ, θ̇, ϕ̇で偏微分することによって, 一般化
運動量:

pr = mṙ, pθ = mr2θ̇, pϕ = mr2ϕ̇ sin2 θ,
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が得られる。ポテンシャルエネルギーは座標の時間微分についての依存性含んでいないの
で, U(r)は運動量に寄与しない。この関係式から一般化座標の時間微分 (速度)は,

ṙ =
p1
m

, θ̇ =
pθ
mr2

, ϕ̇ =
pϕ

mr2 sin2 θ
,

のように特定できる。これらを用いて運動エネルギーを記述すると,

K =
1

2m

(

p2r +
1

r2
p2θ +

1

r2 sin2 θ
p2ϕ

)

,

が得られる。この結果から明らかなように, ラグランジアン L = K − U には ϕが含まれ
ないので, 方位角 ϕは循環座標である。したがって, pϕは定数である。中心力による運動におけるこの性質は, ケプラーの法則での面積速度一定の法則に相当する。

6.2 ハミルトンの正準方程式
これまで使ってきたラグランジアンは, エネルギーの次元をもつが, L = K − U のよう
に運動エネルギーとポテンシャルエネルギーの差であった。これは、運動の決定を最小化
問題に置き換えるためのテクニックである。本節では、全エネルギーE = K + U に相当
する数学表現としてハミルトニアンを導入する。

6.2.1 ハミルトニアンの導入
前章で作用積分について考察した際に, ラグランジアンがL = 2K −Eであることを利

用した。この数式を全エネルギーEを左辺において変形すると, E = 2K−Lが得られる。
この関係性に基づいて,

H =
∑

k

pkq̇k − L(q, q̇, t), (6.1)

なる量を定義しよう。この量がハミルトニアンと呼ばれる物理量である。右辺の第 1項が
運動エネルギーの 2倍に相当するので, ハミルトニアンは全エネルギーを表現すると期待
する。いくつかの例において, 全エネルギーが表現されていることを確認しよう。

一次元調和振動子 ある一方向 xに沿って正弦関数にしたがって振動する振動子について
考えよう。振動子の質量をm, 振動の角周波数を ωとすると, ラグランジアンと運動量は,

L =
1

2
mẋ2 − 1

2
mω2x2, px = mẋ,
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となるはずだ。これらをハミルトニアンの定義 (6.1)に代入すると,

H =
1

2m
p2x +

1

2
mω2x2, (6.2)

が導かれる。右辺の第 1項と第 2項は, それぞれ, 位置エネルギーとポテンシャルエネル
ギーに相当する。

6.2.2 ハミルトンの原理
ハミルトンの原理は前章で説明した。ラグランジアンの最小化である。本項ではハミル
トンの原理を, ハミルトニアンを用いて記述する。既に示したように, ハミルトニアンは,

H = 2K − L = 2K − (K − U) = K + U,

のように定義されていることから, 全エネルギーに相当する。この関係を見ると, 前項で
定義したハミルトニアンは正しいように思えるのだが, 当たり前すぎるところがあって本
当に大丈夫なのかと心配になっている。
ラグランジュの運動方程式が, ハミルトンの原理をオイラーの微分方程式で記述した姿

だった。今度は, ハミルトンの原理をハミルトニアンで記述したいというのが新たな動機
だ。ラグランジュの方程式は, 定まった運動 qk(t)に対して, 途中の経路をわずかに変化さ
せたときに, ラグランジアンの時間積分が停留条件を満たす, すなわち,

δ
∫

L dt = 0,

を満たすとの考えで理論を導いた。そのとき微小変化は qkにだけ与え, q̇kの変分は δqkで得られる値で代用した。
ハミルトニアンは qk, pkの関数 (しかも, tの関数)である。実際の運動は qkと pkは全くの独立ではないのだが, それら 2f個の独立な変数をもった関数と考えてみよう。そのよう

な関数を考える上で, それら 2f 個の変数を座標軸とする抽象的な 2f 次元空間の各点ごと
に定まった関数としてハミルトニアンを考えるのだ。その 2f 次元空間は位相空間 (phase

space)と呼ばれる。例えば, 1次元調和振動子の例では, ハミルトニアンは (6.2)で与えら
れる。全エネルギーをEとすると, ハミルトニアンは,

1

2m
p2x +

mω2

2
x2 = E,

なる数式に書き換えられる。両辺に 1/Eを乗じると, この数式は,

p2x
2mE

+
x2

E/mω2
= 1,
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なる形式に書き換えられる。この数式は, px軸方向に√
2mE, x軸方向に 2E/mω2の大き

さをもつ楕円を表す。つまり, 調和振動子の運動は図 6.1に示すように, 2次元の位相空間
で楕円を描くのだ。 一般的に, 運動は 2f 次元の位相空間に曲線を描く。運動方程式を得

x

px

O

√

2mE

2E

mω2

C

図 6.1: 一次元の調和振動子の位相空間
るには, その曲線から微小に変化した経路を想定するのだ。位相空間が qkと pkのように
2fこの座標成分をもっているので, 変分は δqkと δpkの 2f個を与えなければならない。そ
の変分に対して調べるのは, ラグランジアンの時間積分の変分を調べるのだ。
一般的な運動において,ラグランジアンの時間積分の変分を評価しよう。変分の評価にあ
たって, 本章で導入したハミルトニアンの定義からラグランジアンを取り出そう。つまり,

L =
∑

k

pkq̇k −H,

を使って変分を評価する。いささか強引にラグランジアンを取り出した気がするが, この
数式を使って, ラグランジアンの時間積分の変分を計算してみると,

δ
∫ t2

t1
L dt =

∫ t2

t1
δL dt =

∫ t2

t1

[

∑

k

(q̇kδpk + pkδq̇k)− δH

]

dt

=
∫ t2

t1

∑

k

(

q̇kδpk + pkδq̇k −
∂H

∂qk
δqk −

∂H

∂pk
δpk

)

dt,

が得られる。このうち, 被積分関数の第 2項について, δq̇k = (d/dt)qkの想定で, 部分積分
を利用して個別に積分を実行すると,

∫ t2

t1
pkδq̇k dt =

[

pkδqk

]t2

t1

−
∫ t2

t1
ṗkδqk dt,

が得られる。ところが, 積分区間の両端 t = t1, t2で δqk = 0と考えるので, 得られた積分
結果の第 1項はゼロである。したがって, ハミルトンの原理は,

δ
∫ t2

t1
L dt =

∫ t2

t1

∑

k

[(

q̇k −
∂H

∂pk

)

δpk −
(

ṗk +
∂H

∂qk

)

δqk

]

dt = 0, (6.3)
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のように数式変形できる。任意の変分 δqkと δpkに対してこの数式が成立するには,

dqk
dt

=
∂H

∂pk
,

dpk
dt

= − ∂H

∂qk
(k = 1, 2, . . . , f), (6.4)

が成立しなければならない。この数式がハミルトンの正準方程式である。興味深い形式の
数式が得られた。座標と運動量は互いに独立との仮定で数式変形してきたのだが, 密接な
関係というか, 対称性をもった数式が得られた。
ここまでの想定では, ハミルトニアンHは明示的に時間の依存性を含んでいない。ただ
し, qkや pkに時間の依存性が含まれている。そのとき, Hを時間 tについて微分すると,

∂H

∂t
=
∑

k

(

∂H

∂qk

dqk
dt

+
∂H

∂pk

dpk
dt

)

,

が得られる。この導関数に対して, ハミルトンの正準方程式 (6.4)を適用すると,

∂H

∂t
=
∑

k

(

∂H

∂qk

∂H

∂pk
− ∂H

∂pk

∂H

∂qk

)

= 0,

が得られる。正準方程式を適用することによって,第1項と第2項が厳密に相殺し, ∂H/∂t =

0となるのだ。つまり, 明示的な時間依存性を含まなければ, ハミルトニアンHは変化し
ない。これはローレンツ力を受けて運動する荷電粒子に対しも成立するエネルギー保存
則だ。
ハミルトニアンHが時間 tに明示的に依存する状況は, 拘束条件が tによって変換する

場合, 運動座標系を用いる場合である。これらの状況は, 外部の系からのエネルギー流入
が加わっているので, 保存則が成立しなくても当然である。保存則は, エネルギーの源や,

エネルギーの流出先までを含めて議論すべきである。
荷電粒子の運動 磁場の中で運動する荷電粒子を, ハミルトニアンを用いて記述しよう。
荷電粒子は質量m,電荷 eをもっている。座標系として 3次元のカルテシアン座標系 [x, y, z]

で議論しよう。運動量ベクトルを [px, py, pz],電磁場のベクトルポテンシャルを [Ax, Ay, Az],さらに, 静電ポテンシャルを φとする。ベクトル成分のうち x成分だけを考えると, 正準
方程式 (6.4)の第 1式は,

ẋ =
∂H

∂px
=

1

m
(px − eAx),

のように書ける。この数式の両辺にmを乗じると,

px − eAx = mẋ,

なる関係が導かれる。一方, 正準方程式の第 2式は,

dpx
dt

= − ∂H

∂x

=
e

m

[

(px − eAx)
∂Ax

∂x
+ (py − eAy)

∂Ay

∂y
+ (pz − eAz)

∂Az

∂z

]

− e
∂φ

∂x
,
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のように書ける。この数式について, 運動量を表す px − eAx = mẋ (と他の成分)を利用
すると,

d

dt
(mẋ+ eAx) = e

(

ẋ
∂Ax

∂x
+ ẏ

∂Ay

∂y
+ ż

∂Az

∂z

)

− e
∂φ

∂x
,

が得られるのだが, 左辺の第 2項に注意が必要だ。ベクトルポテンシャルAxが x, y, zの
関数だが, その座標成分は tの関数だと認識する必要がある。その注意のもとでAxを tに
ついて偏微分すると,

∂Ax

∂t
= ẋ

∂Ax

∂x
+ ẏ

∂Ay

∂y
+ ż

∂Az

∂z
+

∂Ax

∂t
,

となるのだ。この結果を使って x成分について数式を整理すると,

mẍ = −e

(

∂φ

∂x
+

∂Ax

∂t

)

+ e (ṙ ×∇×A)x,

が得られる。同様の数式が y, z成分についても得られるので, まとめると,

mr̈ = −e

(

∇φ+
∂A

∂t

)

+ e (ṙ ×∇×A) = e (E + ṙ ×B),

が得られる。これは紛れもなく, ローレンツ力による運動を表現している。
例を示して明らかになったように, ハミルトンの正準方程式は運動方程式の一形態であ
る。このような形式で数式表現することに利点があるのだが, それについては次節で説明
する。

6.3 位相空間における運動
自由度が fとなるように拘束された条件において, 物体の運動は, 座標 qkと運動量 pkによる 2f 次元の位相空間での曲線として記述できることを述べた。本節では, 位相空間お
ける運動の振る舞いをさらに考察する。

6.3.1 運動の記述
ハミルトニアンが明示的に時間を含まないものとし, H(q, p)のように 2f 次元の位相空
間中の点に対応した値をとると仮定しよう。初期条件として, t = 0におけるすべての質
点の座標と運動量が与えられたとする。その初期条件は, 位相空間中の 1点の座標を一
意的に選んだことに相当する。そのとき, その点におけるHの値だけでなく, ∂H/∂pkや
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∂H/∂qkも一意的に定まる。ということは, その後の微小時間 dtに対応する微小変化 dqkやdpkも一意的に定まる。具体的に書くと,

dqk =
∂H

∂pk
dt, dpk = − ∂H

∂qk
dt, (6.5)

となる。初期状態から微小時間dtの経過で変化量を積み重ねていくと, 任意の時刻におい
て位相空間中のどの場所に物体が存在するか特定できる。物体が存在する位相空間の位置
を [q, p] (2f 次元の座標)とすると, 物体は時間経過とともに,

H(q, p) = E, (6.6)

で表される曲線を描く。ここで, エネルギー保存則が成立するため, 右辺のEは定数であ
る。この数式によって, 自由度が 1個だけ減少するので, 物体の運動は 2f −1次元となる1。
すなわち, 物体は 2f 次元中の超曲面上を運動するのだ。

一次元の調和振動子 位相空間内の運動を調べる対象として 1次元の調和振動子を取り扱
おう。この例であれば 2次元の位相空間で表現できるので, 例として最適である2。 この
場合のハミルトンの正準方程式は,

dx

dt
=

1

m
px,

dpx
dt

= −mω2x,

であり, (6.6)は図 6.1に示す楕円を与えるはずだ。
初期状態として, t = 0のとき, x = x0, px = 0としよう。この条件は, 位相空間上の点

P [x0, 0]を始点とすることに相当する。例えば, x0 > 0とすると, 微小時間dtの間に移動
する量は,

(dx)1 =
px
m
dt = 0, (dpx)1 = −mω2x0 dt < 0,

であるので, 位相空間における点は初期位置Pから下方に動くのだ。さらに微小時間dtだ
け時間を経過させ, 同様の手順で, 位相空間における点の移動を追跡できる。結果的に, 図
6.2に示すように, 位相空間中の楕円を時計回りに周回する動きが得られる。
ハミルトニアンH(q, p, t)が明示的に時間 tに依存する場合, 位相空間中の同じ点 [q, p]

においても, Hや ∂H/∂tが tによって異なるので, 初期状態の [q, p]が定まっても, tによっ
て位相空間中に異なる経路を描く。とはいえ, 経路を決定する考え方は上の同じであり, そ
のときの ∂H/∂qk や ∂H/∂pkによって経路が決まる。したがって, 初期時条件として, 時
刻 tと座標と運動量 [q, p]を与えれば, その後の運動は一意的に決まるのだ。

1完全に 1次元の変数がなくなるわけではない。三次元空間における曲面のような状態と思えばよい。
2空間次元が 2次元以上になると, 位相空間が 4次元以上になるので紙面で表現できない。
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図 6.2: 一次元の調和振動子の位相空間中の運動
一意的に決まるということは, 運動経路は枝分かれをすることはないということだ。つ
まり, 同一時刻に位相空間中の任意の 1点を通る運動経路は二つ以上存在しない。位置座
標 q1, q2, . . . , qf のみでは, 日常からわかるように, 任意の 1点を通る運動経路は無数に想定
できる。しかし, 運動量 p1, p2, . . . , pf を座標に加えて, 2f 次元の位相空間を考えると, 異
なる運動経路どうしが交差することがないのだ。例えば, 1次元の調和振動子は, 位置座標
xのみを考えると, どの振動子も原点を通るのだが, 運動量を追加した位相空間を考える
と, 異なる振動子の運動は, 原点を中心とする異なる楕円 (図 6.2)を時計回りにたどる経
路を描く。このような楕円は無数に想定することができるが, 互いに交わることはない。
ハミルトニアンと位相空間を用いた議論は, 物体の運動をニュートンやラグランジュの
運動方程式とは異なる視点で見ることができる。ニュートンやラグランジュの運動方程式
は, tについての 2階の微分方程式であるので, 運動を特定するために位置と速度の初期条
件が必要である。それに対し, ハミルトニアンは座標を q1, q2, . . . , qf と p1, p2, . . . , pf の 2f

個の座標成分を必要する代わりに, 方程式が tについての 1階の微分方程式になっている。
そのため, 位相空間中の初期位置だけ与えれば運動が特定できるのだ。ただし, 位相空間
中の初期位置には, 初期運動量が含まれ, 初期運動量は初速度で決まる量なので, ハミルト
ニアンを用いる議論はニュートンやラグランジュの微分方程式によるアプローチと等価で
ある。
正準方程式 (6.4)は, 位相空間の各点で, 時間に関する導関数 [q̇k, ṗk]を与える。それは位相空間における速度とみなせるので, 流体における流速の場に類似している。質点の初期

条件を与えて運動を解析することは, 流線に沿った流体の動きを解析することに相当する。

6.3.2 リウビルの定理
質点は運動するとともに, 位置 qkや運動量 pkが時間経過とともに変化するので, 位相空

間中の運動として解釈することができる。初期状態として, 位相空間中の有限の領域に含
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まれる質点の運動を追跡すると, 時間経過とともに, その領域は位置や形を変えるだろう。
とはいえ, その運動が正準方程式 (6.4)にしたがうなら, その領域は体積が不変である。そ
の性質はリウビルの定理と呼ばれる。
リウビルの定理を示すため, 第 k番目の座標成分 qkと運動量 pkに着目しよう。他の成分についても同様の議論が成立すると考えればよい。図 6.3に示すように, 初期状態とし
て, 位相空間中の長方形の領域ABCDに存在する質点を考えよう。その領域は, 微小時間
dtの経過によって, 領域A′B′C′D′に移動したとする。領域ABCDに含まれるあらゆる点

A B

CD

qk

pk

O

A′

B′

C′

D′

qk(t) qk(t+ t)

qk

dqk|qk dqk|qk+dqk

図 6.3: 運動による位相空間中の領域の変化
が, 微小時間dtを経過した後, 領域A′B′C′D′に移動するという意味だ。ここで, 点Aの位
相空間における位置を [qk, pk]とする。このとき, AA′の水平距離dqk|qk は,

dqk

∣

∣

∣

∣

qk

=
∂qk
∂t

∣

∣

∣

∣

∣

qk

dt =
∂H

∂pk

∣

∣

∣

∣

∣

qk

dt,

で与えられる。右辺の導出には正準方程式 (6.4)を適用した。さらに, AB = dqkとすれば,

BB′の水平距離dqk|qk+dqk は,

dqk

∣

∣

∣

∣

qk+dqk

=
∂H

∂pk

∣

∣

∣

∣

∣

qk+dqk

dt =





∂H

∂pk

∣

∣

∣

∣

∣

qk

+
∂2H

∂qk∂qk
dqk



dt,

となる。したがって, 領域ABCDの水平方向の長さは, 微小時間dtの経過に伴い,

δdqk = dqk

∣

∣

∣

∣

qk+dqk

− dqk

∣

∣

∣

∣

qk

=
∂2H

∂pk∂qk
dqk · dt,

だけ伸びる。同様の考察をすれば, 領域ABCDの垂直方向の伸びは,

δdpk = − ∂2H

∂qk∂pk
dpk · dt,

となるはずだ。この伸びの量に負の符号がついているのは, 特別な意図があるわけでなく,

正準方程式から素直に計算した結果である。つまり, 領域ABCDは, 水平方向が伸びれば,



6.4. ポアソン括弧式 165

垂直方向に縮むのだ。簡単のため, 初期状態における領域ABCDが長方形すると, 微小時
間dtが十分に小さいならば, 移動先の領域A′B′C′D′も, ほぼ長方形と考えてもよい3。し
たがって, 領域A′B′C′D′の面積は,

SA′B′C′D′ =

(

1 +
∂2H

∂pk∂qk
dt

)

dqk ·
(

1− ∂2H

∂qk∂pk
dt

)

dqk

= dqk dpk = SABCD,

となることが導かれる。ここで高次の微小量は無視した。つまり, 微小時間を経ても位相
空間中の領域の面積は不変である。他の成分についても同様であるので, 位相空間中の領
域の体積は不変であるといえる。任意時刻への運動は, 微小時間における運動の積分であ
るので, 結局, 位相空間中の領域の体積は不変のままである。したがって, リウビルの定理
が得られる。

リウビルの定理 位相空間内に考えた有限の領域内に存在する各点が正準方程
式にしたがって運動する場合, その領域の形は変化していくが, 体積は不変に
保たれる。

リウビルの定理が主張することは, 位相空間における点密度が時間経過に対して一定で
あるということだ。上で説明した例において, 領域ABCDが運動によって領域A′B′C′D′

に変化するとき, 領域ABCDに含まれていた点がすべて領域A′B′C′D′に含まれるという
ことだ。つまり, 時刻 t = 0において領域ABCDに含まれる点の数と, その領域から変化
した領域 A′B′C′D′に含まれる点の数は等しい。しかも, それらの領域の体積が等しいた
め, 点密度は時間経過によらず一定であるということだ。そのような性質は, 統計力学で
は重要な性質として認識されている。

6.4 ポアソン括弧式
解析力学において, 座標 qkと運動量 pkは単なる物理量に収まらず, 重要な役割をもって
いる。その事実がポアソン括弧式と呼ばれる数式に現れる。本節ではポアソン括弧式を定
義し, その性質を調べていこう。

3辺 A′D′が垂直方向に対して微小角 δθだけ傾いたと仮定すると, cos δθ ' 1− δθ2/2のように, 2次の差分しか現れないため, cos δθ = 1と考えてもよい。
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6.4.1 括弧式の定義
解析力学では, 座標, 運動量, 時間の関数で記述される量は力学変数と呼ばれる。力学変
数の代表例が, 運動エネルギーK, 角運動量Lである。力学変数は, 運動に伴って時間経
過とともに変化する。例えば, 一般の力学変数 F の時間変化の割合を調べるには, 時間微
分すればよいので,

dF

dt
=

∂F

∂t
+
∑

k

(

∂F

∂qk
q̇k +

∂F

∂pk
ṗk

)

,

なる計算を実行することになる。右辺に含まれる q̇kと ṗkについて正準方程式 (6.4)を適
用すると, 時間微分は,

dF

dt
=

∂F

∂t
+
∑

k

(

∂F

∂qk

∂H

∂pk
− ∂F

∂pk

∂H

∂qk

)

,

のように変形できる。興味深いことに, qkと pkに含まれる時間依存性がハミルトニアン
Hの偏微分で記述できるのだ。
数式 (6.4.1)の右辺の第 2項の数式構造は, 解析力学において, しばしば現れる。頻繁に
現れるのなら, 総和記号や偏微分記号を省略した記述:

[u, v] =
∑

k

(

∂u

∂qk

∂v

∂pk
− ∂u

∂pk

∂v

∂qk

)

, (6.7)

を定義しよう。この数式がポアソン括弧式である。当然, uと vは力学変数である。ポア
ソン括弧式を用いると, 力学変数 F の時間微分は,

dF

dt
=

∂F

∂t
+ [F,H],

のような簡単な数式で表現できる。特に, F が明示的に時間の依存性を含んでいない場合,

dF/dt = [F,H]となるので, [F,H] = 0であれば F は時間が経過しても常に一定値をとる
ということだ。
中心力場を運動する物体の角運動量について, 時間微分を考えてみよう。中心力が時間
依存をもっていないと仮定しよう。そのとき, 上で書いたように, 時間微分はポアソンの
括弧式と等しい。角運動量の x成分 lxについて, 形式的にポアソンの括弧式を展開すると,

dlz
dt

=
∂lx
∂x

∂H

∂px
− ∂lx

∂px

∂H

∂x
+

∂lx
∂x

∂H

∂py
− ∂lx

∂px

∂H

∂y
+

∂lx
∂x

∂H

∂pz
− ∂lx

∂px

∂H

∂z
,

が得られる。角運動量の x成分は, lx = ypz − zlyなので, その偏微分は,

∂lx
∂x

= 0,
∂lz
∂y

= pz,
∂lx
∂z

= −py,

∂lx
∂px

= 0,
∂lz
∂py

= −z,
∂lx
∂pz

= y,
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となる。一方, ハミルトニアンがH = (p2x + p2y + p2z)/2m+U(r)であることに注意すると,

∂H

∂x
=

∂U

∂x
=

x

r

∂U

∂r
,

∂H

∂px
=

px
m

,

∂H

∂y
=

∂U

∂y
=

y

r

∂U

∂r
,

∂H

∂py
=

py
m

,

∂H

∂z
=

∂U

∂z
=

x

r

∂U

∂r
,

∂H

∂pz
=

pz
m

,

が得られる。これらの偏微分を代入すると,

[lx, H] =
pzpy − pypz

m
+

zy − yz

r

∂U

∂r
= 0,

であることがわかる。この結果は, dlx/dt = 0であることを意味する。他の成分 (y成分と
z成分)も同様なので, 結局, dl/dt = 0ということだ。つまり, 角運動量 lは保存量である。
特別な場合として, 力学変数F としてハミルトニアンHを選んだ場合も考えてみよう。
その場合, Hの時間微分は,

dH

dt
=

∂H

∂t
+ [H,H] =

∂H

∂t
,

となる。ポアソンの括弧式の定義から [H,H] = 0であることは容易に理解できるだろう。
つまり, Hが明示的に時間の依存性を含んでいなければ, すなわち, ∂H/∂t = 0であれば,

Hは保存量となる。これはエネルギー保存則に相当する。
ポアソンの括弧式の力学的変数としてハミルトニアンを選んだのと同様に, 座標や運動
量を選んでもよい。括弧式の二つの変数のうち, 一方を座標か運動量に設定した場合,

[u, pj] =
∂u

∂qj
, [u, qj] = − ∂u

∂pj
, (6.8)

なる性質を示す。これらの公式を証明するのは容易である。第 1の公式は,

[u, pj] =
∑

k

(

∂u

∂qk

∂pj
∂pk

− ∂u

∂pk

∂pj
∂qk

)

=
∑

k

∂u

∂qk
δjk =

∂u

∂qj
,

とすればよい。第 2の公式も同様に,

[u, qj] =
∑

k

(

∂u

∂qk

∂qj
∂pk

− ∂u

∂pk

∂qj
∂qk

)

= −
∑

k

∂u

∂pk
δjk = − ∂u

∂pj
,

のようにして証明できる。これらの公式を証明するにあたり, 座標 qkと運動量 pkが互いに独立, すなわち,

∂qk
∂qj

= δkj,
∂pk
∂pj

= δkj,
∂qk
∂pj

=
∂pk
∂qj

= 0,
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であることを利用した。このれらの独立性を表す関係式に注意すれば,

[qk, qj] = 0, [pk, pj] = 0. [qk, pj] = δkj, (6.9)

なる関係式も得られる。手順が先ほどと同様であり, 容易に証明できるので, その手順を
示すことは省略する。ポアソンの括弧式は, 量子力学では演算子の交換関係に姿を変えて
登場する。関係式 (6.9)は, 量子力学では不確定性原理を表現する重要な公式に相当する。

6.4.2 点変換に対する不変性
ポアソンの括弧式は点変換に対して不変である。点変換とは, いわゆる座標変換である。
つまり, 座標のとり方に関係なく, ポアソンの括弧式が一定ということは, ポアソンの括弧
式が物理的に本質的な量であると考えてよさそうだ。
一般化座標 q1, q2, . . . , qf から別の座標 q′1, q

′

2, . . . , q
′

f に変換することを考えよう。できるだけ一般的な座標変換を考え, 線形変換にとらわれないことにする。新座標は,

q′k = q′k(q1, q2, . . . , qf , t),

のような形, あるいは, その逆変換:

qk = qk(q
′

1, q
′

2, . . . , q
′

f , t),

で記述できるとする。いくら任意の変換といっても, 1対 1対応でなければ都合が悪いの
で, 1対 1対応できる関数に限ることにする。新たな一般化座標も, 当然, 時間で微分する
ことができ,

q̇′k = q̇′k(q1, . . . , qf , q̇1, . . . , q̇f , t) =
∂q′k
∂t

+
∑

j

∂q′k
∂qj

q̇j, (6.10)

のように記述できる。座標の変換では, qj と tにしか依存していなかったが, q̇′kの変換では q̇jの依存性も含まれていることに注意が必要だ。この変換は,

q̇k = q̇k(q
′

1, . . . , q
′

f , q̇
′

1, . . . , q̇
′

f , t) =
∂qk
∂t

+
∑

j

∂qk
∂q′j

q̇′j, (6.11)

のように逆変換の形で書いてもよい。このような点変換によって,ラグランジアンL(q, q̇, t)

はL′(q′, q̇′, t)のように変わる。とはいっても, ラグランジアンはエネルギーを表すので, 点
変換によって値が変わるわけでなく, L′ = Lである。新しいラグランジアン L′は,

p′k =
∂L′

∂q̇k
,
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のように, 変換後の座標 q′kに共役な運動量 p′kを生成する。運動量は, 解析学の公式を用い
ると,

p′k =
∂L′

∂q̇′k
=
∑

j

∂L

∂q̇j

∂q̇j
∂q̇′k

=
∑

j

∂q̇j
∂q̇′k

pj, (6.12)

なる変換式が導かれる。しかも, 興味深いことに,

∂q̇k
∂q̇j

=
∂qk
∂q′j

, (6.13)

なる関係が成立する。この関係は, (6.11)に注目すればよい。座標変換は非線形も許容し
ていたのだが, (6.10)や (6.11)のように, q̇kや q̇′kについての依存性が 1次なので, このよう
な等式が成立するのだ。しかも, q̇についての依存性は, もはや含まれない。運動量 (6.12)

についても同様に pjで偏微分すると,

∂p′k
∂pj

=
∂qj
∂q′k

, (6.14)

が得られる。ここで, 運動量の変換と座標の変換が逆変換の関係になっている4 ことに注
意が必要である。
座標変換によるポアソンの括弧式の振る舞いを考察しよう。力学変数 uと vを新たな座
標系で, それぞれ, u′と v′のように記述することにしよう。そのとき, ポアソンの括弧式は,

[u′, v′] =
∑

k

(

∂u′

∂q′k

∂v′

∂p′k
− ∂u′

∂p′k

∂v′

∂q′k

)

,

のように書けるはずだ。ポアソンの括弧式に含まれる偏微分に座標変換を適用すると,

∂u′

∂q′k
=
∑

j

∂u

∂qj

∂qj
∂q′k

+
∑

j

∂u

∂pj

∂pj
∂q′k

,

∂v′

∂p′k
=
∑

i

∂u

∂pi

∂pi
∂p′k

,

が得られる。第 1式には ∂pj/∂q
′

kの項が含まれるが, 第 2式には ∂qj/∂p
′

kの項が含まれない。それは, pj に q′kの依存性が含まれるが, qj には p′kの依存性が含まれないからだ。これら偏微分の変換式を利用してポアソン括弧式の右辺の第 1項を計算すると,

∑

k

∂u′

∂q′k

∂v′

∂p′k
=
∑

k





∑

j

∂u

∂qj

∂qj
∂q′k

+
∑

j

∂v

∂pj

∂pj
∂q′k





∑

i

∂u

∂pi

∂pi
∂p′k

=
∑

k

∑

i

∑

j





∂u

∂qj

∂qj
∂q′k

∂v

∂pi

∂pi
∂p′k

−
∑

j

∂u

∂pj

∂pj
∂q′k

∂v

∂pi

∂pi
∂p′k





4この事実は, テンソルの知識があれば明らかである。運動量がスカラであるラグランジアン Lを速度 q̇で偏微分することによって得られているので, 速度の変換と運動量の変換は逆変換の関係になる。
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=
∑

k

∑

i

∑

j





∂u

∂qj

∂v

∂pi

∂qj
∂q′k

∂q′k
∂qi

−
∑

j

∂u

∂pj

∂v

∂pi

∂pj
∂q′k

∂q′k
∂qi





=
∑

i

∑

j





∂u

∂qj

∂v

∂pi

∂qj
∂qi

−
∑

j

∂u

∂pj

∂v

∂pi

∂pj
∂qi



 =
∑

j

∂u

∂qj

∂v

∂pj
,

のように計算できる。第 1行目から第 2行目への変形には,直前に計算した導関数の変換を
適用した。第3行目への変形では, (6.14)を利用した。右辺への数式変形には, ∂qj/∂qi = δij,

∂pj/∂qi = 0なる関係に注意した。一方, 同様の手順によって,

∑

k

∂u′

∂p′k

∂v′

∂q′k
=
∑

j

∂u

∂pj

∂v

∂qj
,

であることが示せる。したがって,

[u′, v′] = [u, v], (6.15)

が成立する。つまり, ポアソン括弧式は点変換に対して不変である。言い換えると, ポア
ソン括弧式は, 座標の設定に依存しない物理量を表現している。つまり, ポアソン括弧式
は本質的な物理量を与えると考えてよいだろう。

6.5 正準変換
一般化座標と共役な運動量を変数変換することによって, 循環座標を増やすなど, 取り
扱いが簡単な系をつくることができる。そのような変数変換は正準変換と呼ばれる。

6.5.1 位相空間中の点変換
前節で確認したように, 一般化座標 qkから q′kへの点変換はポアソン括弧式 [u, v]を不変
に保つ。このとき, ハミルトンの正準方程式は,

dqk
dt

=
∂H

∂pk
,

dpk
dt

= − ∂H

∂qk
,

から, 変換後の位相空間中の座標 [q′, p′]に対応し,

dq′k
dt

=
∂H ′

∂p′k
,

dp′k
dt

= − ∂H ′

∂q′k
,

に変換される。変換の前後の数式は, 変数にプライム (′)が付加されただけであり, 同じ数
式である。
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自由度が f の位相空間は 2f 次元空間であるが, 点変換は q1, . . . , qf の f 個の変数を変換
しただけにすぎず, 運動量 p1, . . . , pf は qkにつられて変換されたにすぎない。それに対して, pk を自由変換することはできないかを考えてみよう。もっとも, qk と無関係に pk を変換すると, 正準方程式やポアソン括弧式を不変に保つことができなくなる。そうなると,

物理的に意味がない形になる。とはいえ, 点変換より自由な変換が可能かどうか考察して
みよう。
考察のための簡単な例として, 1次元の調和振動子を調べてみよう。調和振動子のハミ
ルトニアンは,

H =
1

2m
(p2x +m2ω2x2),

で与えられる。このハミルトニアンがH = Eなる定数とすると, 位相空間中に楕円を描
く。ここで, 楕円を円にするような変換を考えよう。とは言っても, 単純に q ≡ mωxとす
ればよいわけではない。なぜならば, そのような定義のもとで, 正準方程式が,

ṗx = − ∂H

∂q
= − q

m
= −ωx,

のように, 実際の ṗxと異なる結果を導くからだ。つまり, q ≡ mωxはハミルトニアンに円
を描かせる, 正準方程式がうまく機能しないのだ。その意味で, 慎重に変換を選ばなけれ
ばならない。変換の候補として,

q ≡ γx,

を考えよう。ここで, γは未知数であり, これからの考察の結果として決定のだ。この変換
のもとでは, ラグランジアン Lは,

L =
m

2
ẋ2 − m

2
ω2x2 =

m

2γ2
(q̇2 − ω2q2),

のように書き換えられる。ラグランジアン Lによって, 運動量 pが,

p =
∂L

∂q̇
=

m

γ2
q̇,

となるので, 速度 q̇は,

q̇ =
γ2

m
p,

である。処方箋にしたがってハミルトニアンを計算すると,

H = pq̇ − L = p · γ
2

m
p− m

2γ2

(

γ2

m
p

)2

+
m

2γ2
ω2q2 =

γ2

2m
p2 +

mω2

2γ2
q2,

が得られる。このハミルトニアンが新しい位相空間 (qp平面)で円を描くためには,

γ2

2m
p2 =

mω2

2γ2
,
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でなければならない。ここで未知数 γが決定できるわけだ。すなわち, 未知数 γは,

γ =
√
mω, (6.16)

であるべきことが導かれた。したがって,

q =
√
mω x p =

√

m

ω
ẋ =

1√
mω

px, (6.17)

のように変換すれば, ハミルトニアンHは,

H =
ω

2
(p2 + q2), (6.18)

となる。確かに, 円を描く関数になっている。得られたハミルトニアンが, 正準方程式に
よって, 意味のある q̇と ṗを導いてくれるかが問題だ。正準方程式を用いて q̇と ṗを計算
すると,

q̇ =
∂H

∂p
= ωp, ṗ = − ∂H

∂q
= −ωq,

が得られるわけだが, (6.17)に注意して, 変数を xと pxに戻すと,

ẋ =
1

m
px, ṗx = −mω2x,

のように, 変換前と同一の数式に戻った。つまり, 座標変換 (6.17)が, ハミルトニアンが円
を描くだけでなく, 正準方程式も一貫して成立させていることを意味する。
得られた変換によってハミルトニアンが円を描くようになった。全エネルギーをEと
すると, その円の半径は√

2E/ωとなる。しかも, 図 6.4に示すように, p軸を水平方向に,

q軸を垂直方向にとると, 時間経過に伴って運動軌跡は円周を反時計回りにまわるので, 数
学記述の上で好都合だ。図 6.1では運動量を縦軸にとっていたので, 数学的取り扱いを優

p

q

O

√

2E

ω

図 6.4: 点変換 (6.17)による 1次元調和振動子の位相空間
先し, 座標軸のとり方を逆にしたわけだ。容易にわかるように, q̇ = ωpと ṗ = −ωqの組み
合わせは, 等速円運動に相当する。
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位相空間を思い切って, 極座標に変換するとどうだろう? つまり, 2次元座標 [p, q]を極
座標系 [P,Q]に変換する。その変換は,

P =
√
p2 + q2, Q = arctan

q

p
, (6.19)

で与えるとよいだろう。このように定義すると, ハミルトニアンは,

H̃ =
ω

2
P 2,

となるのだが, このハミルトニアンに正準方程式を適用すると,

Q̇ =
∂H̃

∂P
= ωP, Ṗ = − ∂H̃

∂Q
= 0,

のように誤った結果が得られるのだ。つまり, この P とQは正準方程式と一貫性がない
のだ。もともと, Qは位相空間における位相角であり, 位相空間で等速円運動をするはず
だったので, Q̇ = ωを期待していた。実際に (6.19)を時間微分すると,

Q̇ =
q̇p− qṗ

p2 + q2
,

が得られ, この導関数に q̇ = ωpと ṗ = −ωqを代入すると, 確かに Q̇ = ωが得られる。そ
れならば, Q̇ = ωを前提条件にして, 正準方程式が成立するような P を特定しよう。正準
方程式によって,

Q̇ =
∂H̃

∂P
= ω,

となるはずなので, 単純に H̃ = ωP としてみよう。もう一方の正準方程式が,

Ṗ = − ∂H̃

∂Q
,

であり, この数式に H̃ = ωP を代入すると, Ṗ = 0が導かれる。すなわち, P は定数だ。こ
れは, 直接的にハミルトニアンの時間微分がゼロであることも意味するので, エネルギー
保存則と矛盾しない。得られた結果を書くと,

Q = arctan
q

p
, P =

1

2
(p2 + q2), H̃ = ωP, (6.20)

のように変換式とハミルトニアンが特定された。この結果を見ると, ωも P 定数だから,

確かにハミルトニアンHが定数になっている。新たに得られた位相空間 [Q,P ]を描くと
図 6.5が得られる。この位相空間における運動は, Q軸に平行に等速直線運動である。こ
の結果にたどり着くまでには, 実際の物理現象に忠実な xと pxから始め, それらが位相空
間中で描く楕円を円になるように qと pに変換し, さらに, P とQに変換したわけだ。こ
こで, P をQを本来の物理量 xと pxを用いて書くと,

Q = arctan
mωx

px
, P =

p2x +m2ω2x2

2mω
, (6.21)
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Q

P

O

P

Q = ωt

図 6.5: 点変換 (6.20)による 1次元調和振動子の位相空間
のようになる。形式上, P は一般化運動量と呼ぶべきかもしれないが, このように変換す
るとP が実質的に運動量として機能するとばいいがたい。なにしろ, (6.21)に示すように,

Qと P の双方に xと pxが混在して影響しているのだ。とはいえ, うまく変換してやれば,

必要な座標軸を減らせることを例をもって示すことができた。

作用変数と角変数 一次元の調和振動子の位相空間は, [x, px]での表現では楕円を描いていた。その楕円の面積を評価してみよう。その面積は,

S =
∮

px dx,

なる積分で計算できる。ここで, 位相空間中の楕円を 1周する区間を積分する意味で周回
積分の記号を用いた。調和振動子の振幅をAとすると, 実際の計算としては, 時間 tの経
過とともに, xをAから−Aまで減少させながら積分し, その後, xを−AからAまで増加
させながら積分する。ここで, 調和振動子の位置が x = A sin(ωt + φ)で与えられるとす
ると,

dx = Aω cos(ωt+ φ) dt, px = mAω cos(ωt+ φ),

周回積分 Sは,

S =
∮

px dx =
∫ 2π/ω

0

mA2ω2 cos2(ωt+ φ) dt = πmωA2,

のように計算される。ここで, 調和振動子が保存するエネルギーが,

E =
1

2m
p2x +

1

2
mω2x2 =

1

2
mA2ω2,

であることに注目すると, 周回積分は,

∮

px dx =
2π

ω
E,
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のように, エネルギーと関係があることが導かれる。この関係を参考にして,

Jk =
1

2π

∮

pk dqk, (6.22)

なる周回積分は作用変数として定義される。一次元の調和振動子の場合, 作用変数は,

Jx =
1

2π

∮

px dx =
E

ω
, (6.23)

である。変換式 (6.21)によると, P がまさに, 作用変数だったわけだ。
作用変数 Jkは, いかなる一般化座標 qkの定義においても, エネルギーと時間の積に相

当する次元をもつ。そのため, 作用変数を一般化運動量とみなすと, それに共役な一般化
座標は次元をもたない。一次元の調和振動子を参考に, そのような一般化座標は角度であ
るとの解釈で, 角変数と呼ばれ, wkなる記号で記述されることが多い。例えば, (6.21)で
定義されるQは, 図 6.4において動点と原点を結ぶ線分が p軸となす角度である。

6.5.2 正準変換 I

前項では 1次元調和振動について座標と運動量を位相空間内での座標と解釈し, 遺贈空
間ないので座標変換を適用することによって, ハミルトニアン H̃ がQに依存しない形に
書き換えた。つまり, Qが循環座標となり, その結果, P を定数になったのだ。同様にし
て, 任意の運動についても, 位相空間に循環座標をつくっていくことが可能である。本項
では, 循環座標をつくる手法を一般的に説明する。
自由度が fの系について, 一般化座標 qkと, それに共役な一般化運動量 pkが与えられたとき, これらの物理量と時間 tの関数:

Q1 = Q1(q1, q2, . . . , qf , p1, p2, . . . , pf , t),

Q2 = Q2(q1, q2, . . . , qf , p1, p2, . . . , pf , t),
...

Qf = Qf (q1, q2, . . . , qf , p1, p2, . . . , pf , t),

P1 = P1(q1, q2, . . . , qf , p1, p2, . . . , pf , t),

P2 = P2(q1, q2, . . . , qf , p1, p2, . . . , pf , t),
...

Pf = Pf (q1, q2, . . . , qf , p1, p2, . . . , pf , t),

(6.24)

が, 変換されたハミルトニアン H̃(Q1, . . . , Qf , P1, . . . , Pf , t)に関して, 変換前と同様の正準
方程式:

dQk

dt
=

∂H̃

∂Pk

,
dPk

dt
= − ∂H̃

∂Qk

, (6.25)
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を満たすとき, 変換 [q, p] 7→ [Q,P ]は正準変換と呼ばれる。点変換も正準方程式を成立さ
せるので, 点変換は正準変換の特殊な例である。
正準方程式が拡張されたハミルトンの原理から導かれるので, 正準方程式 (6.25)を満た
す [Q,P ]の組み合わせを得るにはハミルトンの原理から始めるのがよいだろう。つまり,

δ
∫ t2

t1

[

∑

k

PkQ̇k − H̃(Q,P, t)

]

dt = 0,

に基づいて [Q,P ]を決めるのだ。この関係を満たす条件として,

∑

k

pkq̇k −H(q, p, t) =
∑

k

PkQ̇k − H̃(Q,P, t) +
dW

dt
, (6.26)

を考えよう。ここで, W は 1価で連続な関数であり, Qk, Pk, tに依存すると仮定する。とは言っても, Qk, Pkが tに依存するため, W は tだけの関数と考えることができ,
∫ t2

t1

∂W

∂t
dt = W (Q(t2), P (t2), t2)−W (Q(t1).P (t1), t1),

のように積分区間の両端 (t1と t2)だけで値が決まり, 途中の区間とは無関係である。つま
り, W は変分の停留性とは無関係なので, 解を考える際の自由度として, (6.26)の右辺の
最終項を追加したわけだ。
数式 (6.26)は, qk, pk, Qk, Pk, tといった 4f+1個の変数を含む。とはいえ,変換式 (6.24)

で [q, p]と [Q,P ]の間の関係が規定されているので, 4f + 1個の変数のうち 2f 個は残りの
2f + 1を用いて記述できるはずだ。その前提条件のもとで, p, P を q, Qを用いて記述す
ることにしよう。すなわち, 取り扱う関数が q, Q, tの関数として表現できると考えるの
だ。そのとき, W もW (q,Q, t)のような関数であるので,

dW

dt
=
∑

k

(

∂W

∂qk
q̇k +

∂W

∂Qk

Q̇k

)

+
∂W

∂t
,

のように書くことができる。この数式を (6.26)に代入すると,

∑

k

(

pk −
∂W

∂qk

)

q̇k −
∑

k

(

Pk −
∂W

∂Qk

)

Q̇k = H − H̃ +
∂W

∂t
,

が得られる。この数式が恒等的に成立するには,

pk =
∂W

∂qk
, Pk =

∂W

∂Qk

, H̃ = H +
∂W

∂t
, (6.27)

でなければならない。特に, 変換式 (6.24)が明示的に tを含んでいなければ, ∂W/∂t = 0

だから,

H̃ = H, (6.28)

となる。すなわち, ハミルトニアンは不変である。当初, 解を考えるときの自由度として
関数W を導入したのだが, (6.27)を見ると, 皮肉にも, W が一般化運動量 pkや Pkを決めている。
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一次元調和振動子 本項で説明した内容を実例によって示そう。例として, 1次元調和振
動子を考えよう。変換式 (6.19)に注目すると, 一般化運動量が,

p =
q

tanQ
, P =

q2

2 sin2 Q
,

なる数式で与えれることがわかる。これらの一般化運動量を導くためには, 関数W は,

W =
q2

2 tanQ
,

でなければならない。このW は, 確かに, 運動量 pと P を,

p =
∂W

∂q
, P =

∂W

∂Q
,

によって与えることが確認できる。しかも, 時間 tの依存性を含んでいないため, H̃ = H

である。
ここで示した調和振動子の例では, p(q,Q)と P (q,Q)からW (q,Q)を定めた。逆に, W

を先に定めてから (6.27)を用いて pとP を決定することもある。そのような場合, 関数W

は, 運動量やハミルトニアンの変換を与えることになるので, 変換の母関数と呼ばれる。

6.5.3 正準変換 II

前項では, 一般化座標 qと Qを与え, 母関数W (q,Q)を用いて一般化運動量 pと P を
得る方法を示した。本項では, qと P が与えられる場合を考えよう。考察を進めるため,

(6.26)を,

∑

k

pkq̇k −H(q, p, t) = −
∑

k

QkṖk − H̃(Q,P, t) +
d

dt

(

W +
∑

k

PkQk

)

, (6.29)

のように書き換えておく。ここで,

PkQ̇k =
d

dt
PkQk −QkṖk,

なる関係を利用した。さらに, pとQの関数として,

W ′ ≡ W +
∑

k

PkQk,

を定義すると, その時間微分は,

dW ′

dt
=
∑

k

(

∂W ′

∂qk
q̇k +

∂W ′

∂Pk

Ṗk

)

+
∂W ′

∂t
,
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となる。この導関数を (6.29)に代入すると,

∑

k

(

pk −
∂W ′

∂qk

)

q̇k +
∑

k

(

Qk −
∂W ′

∂Pk

)

Ṗk = H − H̃ +
∂W ′

∂t
,

が得られる。この等式を恒等的に成立させるための条件として,

pk =
∂W ′

∂qk
, Qk =

∂W ′

∂Pk

, H̃ = H +
∂W ′

∂t
, (6.30)

が導出される。関数W が任意であるので, 当然, W ′ も任意である。関数W ′ が, W ′ ≡
W +

∑

PkQkのように定義されていたとしても, 関数の任意性には影響しない。
関数W は qと P の関数で与えられるだけでなく, pとQの関数で与えられる場合につ
いても同様に正準変換の公式を導出することが可能だ。既に導出した例を含めると, 関数
W は, WpP (p, P, t), WpQ(p,Q, t), WqQ(q,Q, t), WqP (q, P, t)の 4種類が考えられる。それ
らについて, 正準方程式の公式を並べると,

for WqP (q, P, t): pk =
∂WqP

∂qk
, Qk =

∂WqP

∂Pk

, H̃ = H +
∂WqP

∂t
, (6.31)

for WpQ(p,Q, t): qk = − ∂WpQ

∂pk
, Pk = − ∂WpQ

∂Qk

, H̃ = H +
∂WpQ

∂t
, (6.32)

for WqQ(q,Q, t): pk =
∂WqQ

∂pk
, Pk = − ∂WqQ

∂Qk

, H̃ = H +
∂HqQ

∂t
, (6.33)

for WpP (p,Q, t): qk = − ∂WpP

∂pk
, Qk =

∂WpP

∂Pk

, H̃ = H +
∂HpP

∂t
, (6.34)

のようになる。補足をしておくと, Wqp(q, p, t)やWQP (Q,P, t)は考えていない。なぜなら,

関数W は正準変換を与えるための関数であるので, 変換前の物理量 [p, q]と変換後の物理
量 [P,Q]の組み合わせを変数を変数として含むような関数でなければならないからだ。こ
れらの正準変換を使った例を以下に示していこう。

例 1: 恒等変換 正準変換を与える関数W が,

W =
∑

k

Pkqk,

のように定義されるとき, 上に示した公式によって,

pk = Pk, Qk = qk,

のように一般化座標と一般化運動量が変換される。変換されると言っても, 単に, 記号を
入れ替えただけに過ぎない。このような変換は恒等変換と呼ばれる。
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例 2: カルテシアン座標と極座標 二次元のカルテシアン座標 [q1, q2] = [x, y]から極座標
[Q1, Q2] = [r, θ]への変換を考えよう。このとき, 空間座標と運動量の成分は,

x = r cos θ, y = r sin θ,

px = pr cos θ −
pθ
r

sin θ, py = pr sin θ +
pθ
r

cos θ,

となるので, 一般化座標と一般化運動量として表記すると,

q1 = Q1 cosQ2, q2 = Q1 sinQ2,

P1 = P1 cosQ2 −
P2

Q1

sinQ2, P2 = P1 sinQ2 +
P2

Q1

cosQ2,

が得られる。ここで, Qと pを, qと P で表現してみると,

Q1 =
√
q21 + q22, Q2 = arctan

q2
q1

,

p1 =
P1q1√
q21 + q22

− P2q2
q21 + q22

, p2 =
P1q2√
q21 + q22

+
P2q1

q21 + q22
,

が得られる。ここで, (6.32)に参照して変換の母関数WpQを決定すると,

WpQ = P1

√
q21 + q22 + P2 arctan

q2
q1

,

が得られるのだ。得られた母関数を当初の記号で書き換えると,

Wpxr = px
√
x2 + y2 + Pθ arctan

y

x
,

なる数式が得られる。
同じ点変換について, qと P をQと pで表現すると, 変換の母関数は異なる形式の数式
になる。準備として, 一般化座標と一般化運動量を記述すると,

q1 = Q1 cosQ2, q2 = Q2 sinQ2,

P1 = p1 cosQ2 + p2 sinQ2, P2 = −p1Q1 sinQ2 + p2Q1 cosQ2,

のようになる。これらの数式について, (6.32)を参照すると,

WpQ = −p1Q1 cosQ2 − p2Q1 sinQ2,

なる変換の母関数が得られる。この関数を当初の記号を用いて書き換えると,

WpQ = −pxr cos θ − pyr sin θ,

が得られる。母関数WpQが逆正接関数を含んでいたのに対し, WpQは正弦関数と余弦関数を含んでいる。このように, どの物理量で記述するかによって母関数の形式が大きく異
なる。
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位相空間の回転運動 時間 tの依存性を明示的に含む変換を考えてみよう。変換の母関
数W が,

W =
q2 cosωt− 2qQ+Q2 cosωt

2 sinωt
, (6.35)

のように定義されているとする。このW の定義からただちに,

Q = −p sinωt+ q cosωt, q = P sinωt+Q cosωt, (6.36)

が得られる。第 1の式は, p = ∂W/∂qを計算して得られる方程式をQについて解けば導
出できる。第 2の式は, P = ∂W/∂Qを計算して得れる方程式を qについて解けば導出で
きる。これらの数式を整理すると,

P = p cosωt+ q sinωt, Q = −p sinωt+ q cosωt, (6.37)

p = P cosωt−Q sinωt, q = P sinωt+Q cosωt, (6.38)

なる関係が得られる。つまり, [p, q]を時間 tの経過に対して角速度ωで回転させると [P,Q]

が得られるということだ。なお, W を tで偏微分すると,

∂W

∂t
= − q2 +Q2 − 2qQ cosωt

2 sin2 ωt
ω = − ω

2
(P 2 +Q2),

となるので, 変換後のハミルトニアンは,

H̃ = H(P,Q)− ω

2
(P 2 +Q2),

となる。
前に示したように, 調和振動子の振幅を調整すれば, 位相空間を円運動するような形態
を実現することが可能である。そのとき, ハミルトニアンHは,

H =
ω

2
(p2 + q2) =

ω

2
(P 2 +Q2),

であるので, 最終的なハミルトニアンが,

H̃ = H +
∂W

∂t
= 0,

となってしまうのだ。実は, 時間 tの依存性をもってしまった時点で, ハミルトニアンは
系のエネルギーという意味ではなくなっている5。だから, ゼロになっても慌てる必要はな
い。ハミルトニアンがゼロになっていれば,

dQ

dt
=

∂H̃

∂P
= 0,

dP

dt
= − ∂H̃

∂Q
= 0,

5エネルギー保存則が表現できなくなっているのが理由だ。
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が, ただちに得られるので,

Q = const, P = const,

が導かれるのだ。つまり, 1次元振動についての位相空間を等速で回転運動させた新たな
位相空間においては, 振動子は静止する定点となる。このように書いたものの, 運動して
いるものが定点に変換されると思ってはいけない。このような結果になるのは, 時間依存
性を明確に分離していることに起因するのだ。数式 (6.36)に記述されている qをもう少し
変形すると,

q =
√
P 2 +Q2 sin(ωt+ φ),

のような数式に書き換えられる。ただし, φは定数である。これが, 角速度 ωで運動する
調和振動子でならば, P とQは振動子の振幅を与える定数なのだ。時間経過とともに運動
する要素は, sin(ωt+ φ)に含まれている。

6.5.4 ハミルトン・ヤコビの方程式
前項では調和振動子の物理量を様々な方法で変形し, 最後にはハミルトニアンをゼロに
した。他の運動でもそのような変形が可能であるかを調べよう。
位相空間における変換の母関数W から始めよう。母関数W は q, P , tの関数であると
する。そのとき, 正準変換は, (6.31)にしたがうので,

pk =
∂

∂qk
W (q, P, t), Qk =

∂

∂Pk

W (q, P, t), (6.39)

で与えられる。変換後のハミルトニアン H̃ = H +
∂W

∂t
が H̃ = 0となるためには,

∂

∂t
W (q, P, t) = −H(q, p, t), (6.40)

でなくてはならない。この条件を満たすW が特定できれば, 正準方程式によって,

dPk

dt
= − ∂H̃

∂Qk

= 0, (6.41)

となるので, Pkが一定となる。その定数を αkとしよう。つまり, Pk = αkとする。この数式を (6.39)の第 1式に代入し, その結果を 6.40に代入すると,

∂

∂t
W (q1, . . . , qf , α1, . . . , αf , t) +H

(

q1, . . . , qf ,
∂W

∂q1
, . . . ,

∂W

∂qf
, t

)

= 0, (6.42)

が得られる。この数式が, 変換の母関数W が満たすべき方程式であり, ハミルトン・ヤコ
ビの偏微分方程式と呼ばれる。さらに, この方程式の解W はハミルトンの主関数と呼ば
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れる。ハミルトン・ヤコビの微分方程式 (6.42)は, q1, . . . , qf と tを変数とする 1回の微分
法定期なので, その解W には f + 1個の積分定数が現れる。つまり, その微分方程式だけ
では解が不定となるので, 初期条件を与えて積分定数を決定すべきである。
ハミルトニアンがゼロ (H̃ = 0)ということは, PkだけでなくQkも定数である。そこで,

Qk = βkとおき, Pk = αkとともに (6.39)に代入すると,

pk =
∂

∂qk
W (q1, . . . , qf , α1, . . . , αf , t), (6.43a)

βk =
∂

∂αk

W (q1, . . . , qf , α1, . . . , αf , t), (6.43b)

が得られる。これらの方程式は, q1, . . . , qf と p1, . . . , pf の 2f 個の未知数を含むが, 方程式
も 2f 個あるのですべての未知数が決定できる。この手法ではニュートンの運動方程式や
ラグランジュの運動方程式, さらには, ハミルトンの正準方程式を直接解かずに物体の運
動を決定する。その手法の指針は, (6.42)を解くことによってハミルトンの主関数W を特
定することである。
ハミルトニアンが, tの依存性を明示的に含まず, qと pのみの関数である場合, ハミル
トン・ヤコビの偏微分方程式は,

∂W

∂t
+H

(

q1, . . . , qf ,
∂W

∂q1
, . . . ,

∂W

∂qf

)

= 0, (6.44)

となる。その場合, W を qの関数と tの関数の和として,

W = S(q1, . . . , qf ) +Θ(t),

であると仮定する。これを (6.44)に代入すると,

dΘ

dt
+H

(

q1, . . . , qf ,
∂W

∂q1
, . . . ,

∂W

∂qf

)

= 0,

が得られる。第 1項は tの関数であり, 第 2項は qの関数である。この数式が恒等的に成
立するには, 第 1項と第 2項の双方が定数でなければならない。そこで, 定数Eを用いて
H = Eとすると, dΘ/dt = −Eである。つまり,

Θ(t) = C − Et,

である。なお, Cは積分定数である。また, 先ほど書いたH = Eは丁寧に書くと,

H

(

q1, . . . , qf ,
∂S

∂q1
, . . . ,

∂S

∂qf

)

= E, (6.45)

である。この方程式もハミルトン・ヤコビの偏微分方程式と呼ばれる。この偏微分方程式
を解いて関数 Sを特定するには, f 個の積分定数が現れる。そのうちの一つは, 定数Eと
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の関係で決定できるので, 新たに必要な定数は f − 1個である。それらの定数をα2, . . . , αfと書こう。個のように記号を設定したのは, α1が Eとの関係で決まることを意図してい
る。そのとき, ハミルトンの主関数は,

W = S(q1, . . . , qf , α2, . . . , αf )− Et, (6.46)

なる形で書くことができる。このとき,

pk =
∂S

∂qk
, β1 =

∂S

∂E
− t, βj =

∂S

∂αj

(k = 1, 2, . . . , f ; k = 2, 3, . . . , f), (6.47)

によって解を特定すればよい。これらの式は, 2fこの方程式による連立方程式である。数
式に明示していないが, これらはすべて, q1, . . . , qf を変数として含んでいる。方程式を解いて, q1, . . . , qf と p1, . . . , pf を特定することによって運動が決定できるのだ。なお, 特定
される座標と運動量は, β1, . . . , βf , E,α2, . . . , αf , および, tの関数として表される。

中心力場内の運動 ポテンシャルU(r)が与えられる中心力場を運動する質点の運動を考
えよう。二次元の極座標 [r, θ]を用いて, ハミルトニアンを記述すると,

H =
1

2m

(

p2r +
1

r2
p2θ

)

+ U(r),

となる。ハミルトニアンを, 時間 tを含まないハミルトン・ヤコビの偏微分方程式として
書き換えると,

1

2m

(

∂S

∂r

)2

+
1

2mr2

(

∂S

∂θ

)2

+ U(r) = E,

が得られる。中心力場において, θは循環座標であり, pθは一定であるので, pθ = αとおく
ことにする。そのとき,

∂S

∂θ
= α,

であるので, S = Sr(r) + αθとなるはずだ。これをハミルトン・ヤコビの偏微分方程式に
代入すると,

(

∂Sr

∂r

)2

= 2m[E − U(r)]− α2

r2
,

がえられる。つまり, 関数 Sr(r)は,

Sr(r) = ±
∫

√

2m[E − U(r)]− α2

r2
dr,

である。したがって, 関数 Sは,

S = ±
∫

√

2m[E − U(r)]− α2

r2
dr + αθ,
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のように表される。関数 Sが特定できれば, (6.47)を用いて運動量と βを計算できる。具
体的には,

pr =
∂S

∂r
= ±

√

2m[E − U(r)]− α2

r2
, (6.48a)

βr =
∂S

∂E
− t = ±

∫ m dr√
2m[E − U(r)]− α2/r2

− t, (6.48b)

βθ =
∂S

∂α
= ±

∫ α√
2m[E − U(r)]− α2/r2

dt

r2
+ θ, (6.48c)

となる。なお, 運動量の θ成分は, 既に述べたように pθ = αなる定数である。得られた第
1式は, 言うまでもなく運動量の r成分である。第 2式は原点からの距離 rを時間 tの関数
で表現し, 軌道を与える。第 3式は rと θの関係によって軌道の形状を与える。第 2式と
第 3式から rを消去すれば, θ(t)が得られる。


