
第2章 曲がった空間の幾何学
いよいよ, リーマン幾何学らしい話題に入っていく。前章ではカルテシアン座標以外に,

斜交座標を取り扱ったが, それは基本ベクトルが定ベクトルとなる単純な座標系であった。
本章以降で取り扱う座標系は, 一般的に, 基本ベクトルが定ベクトルでなく, 座標によって
変化するような座標系である。 そのため, 必ずしも, 前章で学んだ斜交座標系の性質が成
り立つわけではないが, 微小な範囲では近似的に斜交座標系とみなされることを利用して
曲がった空間の幾何学を構築する。

2.1 微小変位ベクトルと計量
曲がった空間では基本ベクトルが場所によって異なるため, 位置ベクトルxと基本ベク
トルの関係 (1.12)が成り立たない。しかしながら, 図 2.1を見ればわかるように, ごく近傍
に限るならば, 近似的に斜交座標系とみなしてもよい。そこで, 曲がった空間では (1.12)

の代わりに,

eµ =
∂x

∂xµ
, (2.1)

を用いると便利である。ついでに, 基本ベクトルに関する面白い性質をあげておこう。座
標系の湾曲が座標に関して 2階微分可能であるなら,

∂

∂xν

∂x

∂xµ
=

∂

∂xµ

∂x

∂xν
,

が成り立つ。これ以降, 取り扱う座標系はこの関係を使うので, ベクトルは空間座標につい
て 2回微分が可能であることが取り扱うための条件である。この式に (2.1)を代入すると,

∂eµ

∂xν
=

∂eν

∂xµ
, (2.2)

という関係が得られる。リーマン幾何学では, 基本ベクトル e
µを明示的に書くことが少

ないが, このような基本ベクトルの性質を知っていると, リーマン幾何学の数式の裏に隠
れている性質を理解しやすい。
上で述べたように, 曲がった空間でも, 近傍に限るなら斜交座標系と同じ議論が成り立
つ。そこで位置ベクトルの微小変位 dxµを考え, その微小長さを dsとしてみよう。する
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図 2.1: 曲がった空間の計量
と, その微小長さは,

ds2 = gµνdx
µdxν , (2.3)

と書くことができる。計量 gµν は斜交座標系と同様に, gµν ≡ eµ · eν と考えればよい。曲がった空間では, 基本ベクトル eµが場所によって異なるので注意が必要である。斜交座標系のとき, 座標 xµが基本ベクトル eµの長さを単位として測った数値であることを考えると, ベクトル xを基本ベクトル e
µに沿って長さ dxµだけ移動させると, その移動量は

dx = dxµ
eµとなるはずである。その関係式から,

eµ =
∂x

∂xµ
,

なる数式で基本ベクトルが表現できることが導かれる。この表記からも, 基本ベクトルが
場所 xに依存することがわかる。
球面座標系における基本ベクトル 半径Rの球面における座標系で基本ベクトルと計量
を考えよう。球面の場所を特定するには, 天頂角 θと円周角φの二つの座標があればよい。
カルテシアン座標 [x, y, z]と球面座標 [θ, φ]との関係は,

x = R sin θ cosφ, y = R sin θ sinφ, z = R cos θ,

のように書ける。カルテシアン座標 [x, y, z]は球面上のベクトル xの成分であるので, こ
れを θとφで偏微分すれば, 球面座標における基本ベクトルをカルテシアン座標で表現す
ることができる。その結果を書くと,

eθ =
∂x

∂θ
=









R cos θ cosφ

R cos θ sinφ

−R sin θ









, eϕ =
∂x

∂φ
=









−R sin θ sinφ

R sin θ cosφ

0









,

が得られる。ここで球面座標系の成分を x1 ≡ θ, x2 ≡ φ のように割り当て, 計量が gµν =

eµ · eνであることに注意すると,

[gµν ] =

[

R2 0

0 R2 sin2 θ

]

,
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なる計量が得られる。この結果を用いて, 半径Rの球面における微小距離を書くと, ds2 =

R2dθ2 + R2 sin2 θ dφが得られる。この微小距離はベクトル解析で知られている量と一致
する。
トーラスの表面における基本ベクトル トーラスとは図 2.2に示すようなリング型の形状
である。この図は半径 rの円筒を, その中心軸が半径Rの円を描くように曲げた形状を示
している。トーラスにおいて, 半径Rのリングは大円, 半径 rの円筒の断面は小円と呼ば
れる。そのようなトーラスの表面の 3次元座標は,

x = (R + r cos θ) cosφ, y = (R + r cos θ) sinφ, z = r sin θ,

となる。トーラスの表面はこの数式に示すように [θ, φ]の二つの座標成分で記述できるわ
けである。トーラスの表面における基本ベクトルはこれまでと同様に計算するとができ,

eθ =
dx

dθ
=









−r sin θ cosφ

−r sin θ sinφ

r cos θ









, eϕ =
dx

dφ
=









−(R + r cos θ) sinφ

(R + r cos θ) cosφ

0









,

が得られる。ここでトーラスの表面座標の成分を x1 ≡ θ, x2 ≡ φ のように割り当て, 計量
が gµν = eµ · eνであることに注意すると,

[gµν ] =

[

r2 0

0 (R + r cos θ)2

]

,

なる計量が得られる。この結果を用いると, トーラスの表面における微小距離が ds2 =

r2dθ2 + (R + r cos θ)2dφ2であることがわかる。
R

r

図 2.2: トーラスの形状

2.2 スカラとベクトル
スカラとベクトルはリーマン幾何学以前から用いられてきた数学量である。スカラは成
分をもたない単なる数値であり, ベクトルは方向を表現するため複数の成分をもった数学
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量と解釈されているかもしれないが, 実際のところ, それらは座標変換に対する性質に対
して呼ばれている名称である。ということで, 座標 xµを別の座標 x′µに変換したとき, ス
カラやベクトルがどのように変換されるかを調べてみよう。
準備として, 基本ベクトルの変換を考えてみよう。解析学の公式より,

∂x

∂x′µ
=

∂xν

∂x′µ

∂x

∂xν
,

が成り立つので, 基本ベクトルは,

e
′

µ =
∂xν

∂x′µ
eν , (2.4)

のように変換される。以降のリーマン幾何学では基本ベクトルを明示的に扱うことはない
が, 基本ベクトルの変換則がこのようになっていることを知っていると, 後に述べるベク
トルの種類が理解しやすくなる。
スカラは単なる成分をもたない数値ではない。スカラ ϕの定義は, 座標変換をしてもそ
の値 ϕが不変である量である。形式的には,

ϕ(x′) = ϕ(x),

なる数式で記述できる。そのような不変量をスカラと呼ぶのである。例えば, ds2 ≡ gµνdx
µdxν

で定義される微小変位の長さはスカラである。なぜなら,長さという量は座標系に関わらず
同一の値になると考えられるからである。疑り深い人のために,きちんと証明することもで
きる。座標系xµでの微小長さdsに対して,座標系x′µの微小長さds′ はds′2 = g′µνdx

′µdx′ν

で定義される。ここで, gµν = (eµ · eν), g
′

µν = (e′

µ · e′

ν)の関係に注意して, 微小長さの自乗
ds2を計算してみよう。その計算に関して, 上で計算した基本ベクトルの変換を使うと,

ds′2 = g′µνdx
′µdx′ν = (e′

µ · e′

ν)
∂x′µ

∂xα

∂x′ν

∂xβ
dxαdxβ

=
∂x′µ

∂xα

∂x′ν

∂xβ

∂xα

∂x′κ

∂xβ

∂x′λ
(eκ · eλ)dx

αdxβ

= δα
κδβ

λgκλdx
αdxβ = gαβdx

αdxβ = ds2,

となるので, 微小長さ dsが座標変換に対して不変な値, すなわち, スカラであることが示
された。後にテンソルの性質を学べば, このような計算をせずとも dsがスカラであるこ
とは明らかなのだが, 今のところは基本練習ということであえて証明しておいた。
スカラを偏微分して得られる量 ∂ϕ/∂xµ について, 解析学の公式を適用してみると,

∂ϕ

∂x′µ
=

∂xν

∂x′µ

∂ϕ

∂xν
,
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なる関係が得られる。この変換則は, 基本ベクトルの変換則 (2.4)と同じ形をしている。成
分表示される任意の量 vµについて, これと同じ性質:

v′µ =
∂xν

∂x′µ
vν , (2.5)

が成立する場合, その量 vµは基本ベクトルと同形という意味で共変ベクトルと呼ばれる。
微小変位 dxµを dx′µに変換した場合を考えてみよう。このベクトルの変換式は, 解析学
の公式 (既に微小長さがスカラであることの証明で使ったが)によって,

dx′µ =
∂x′µ

∂xν
dxν ,

となることが容易にわかる。これは基本ベクトルの逆変換と同じ形である。成分表示され
る任意の量 vµについて, これと同じ変換則:

vµ =
∂x′µ

∂xν
vν , (2.6)

が成り立つならば, その量 vµは, 基本ベクトルとは反対の性質という意味で, 反変ベクト
ルと呼ばれる。ここで示したように, 空間の微小変位ベクトル dxµは反変ベクトルの一例
である。また, カルテシアン座標系を含む斜交座標系では位置座標 xµは反変ベクトルと
なる。それに対して, 一般の座標系では, (2.6)が成り立たないため, 位置座標 xµはベクト
ルではないことにも注意しておく。
ここに示したように, 共変ベクトルと反変ベクトルは, 座標変換において, 逆の性質をも
つ。やはり, 前節の斜交座標系と同様に, 反変ベクトルの添え字は右上に, 共変ベクトルの
添え字は右下に書くのが習慣となっている。ベクトルを反変ベクトル, または, 共変ベク
トルに分類することは物理学における場の記述などに便利である。

2.3 テンソル
前節で定義したベクトルの性質を拡張して新たな量を定義しよう。二つの反変ベクトル

uµと vνを組み合わせ, 二つの添え字をもつ量 T µν ≡ uµvνを定義してみる。この量につい
て, (2.6)を適用して座標変換してみると,

T ′µν =
∂x′µ

∂xα

∂x′ν

∂xβ
T αβ, (2.7)

なる関係が得られる。このような関係が成り立つ量は 2階の反変テンソルと呼ばれる。逆
に, 共変ベクトルを用いて Tµν ≡ uµvν なる量を定義した場合, (2.5)を適用すると

T ′

µν =
∂xα

∂x′µ

∂xβ

∂x′ν
Tαβ, (2.8)
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が成り立つことも容易にわかるであろう。このような量は 2階の共変テンソルと呼ばれ
る。ところで, 2階のテンソルにはもう一つの形が考えられる。それは, Tµ

ν ≡ uµv
ν のよ

うに反変ベクトルと共変ベクトルを組み合わせた場合である。この場合も同様に,

T ′

µ
ν =

∂xα

∂x′µ

∂x′ν

∂xβ
Tα

β, (2.9)

なる関係が成り立つ。この関係が成り立つ量を 2階は混合テンソルと呼ばれる。2階のテ
ンソルは, 記述上, 行列に類似した形をしているが, 一般の行列がテンソルであるとは限ら
ないことに注意しておく。テンソルは上で述べたような座標変換に関する性質を満たさな
ければならない。
さらに, 共変ベクトルと反変ベクトルをいくつも組み合わせて高階のテンソルを定義す
ることができる。例えば, n階反変, m階共変の混合テンソル T µ1µ2...µn

ν1ν2...νm
について,

T ′µ1µ2...µn

ν1ν2...νm
=

∂x′µ1

∂xα2

∂x′µ2

∂xα2
· · · ∂x

′µn

∂xαn

∂xβ1

∂x′ν1

∂xβ2

∂x′ν2
· · · ∂x

βm

∂x′νm
T α1α2...αn

β1β2...βm
, (2.10)

の関係が成り立つことは容易に予想できる。このように悪のりをして高階のテンソルを定
義することは可能であるが, 物理学などで頻繁に現れるのは 2階のテンソルである。一般
相対性理論でも, せいぜい 4階のテンソルが現れる程度である。また, 前節で定義した反
変ベクトルと共変ベクトルは 1階のテンソル, そして, スカラは 0階のテンソルである。

2.4 計量テンソル
これまでに何度も現れてきた計量 gµνは 2階の共変テンソルである。そのため, gµνは計量テンソルと呼ばれる。計量テンソルは, 単なる 2階のテンソルでなく, 非常に重要なテ
ンソルである。計量テンソルの重要性は, 本節の最後に述べることにし, 計量テンソル gµνのテンソル性を示そう。それは次のように示すことができる。 空間の任意の場所におけ
る微小距離 ds2 = gµνdx

µdxνは座標変換に対して不変, すなわち, スカラである。つまり,

g′µνdx
′µdx′ν = gµνdx

µdxν ,

と書くことができる。既に述べたように, 微小変位ベクトル dxµは反変ベクトルであるの
で, 上式の右辺に座標変換を施してみる。すると,

g′µνdx
′µdx′ν = gαβ

∂xα

∂x′µ

∂xβ

∂x′ν
dx′µdx′ν ,

となるので,

g′µν =
∂xα

∂x′µ

∂xβ

∂x′ν
gαβ, (2.11)
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なる関係を得る。ゆえに, 計量 gµνは 2階の共変テンソルである。
また,逆ベクトル系の計量gµνは2階の反変テンソルである。これについては,計量テンソ
ル gµνが 2階のテンソル, 逆ベクトル系の計量 gµνが gµνの逆行列であることを用いれば証明できる。まず,両者が逆行列の関係にあることを数式で表現すると, gµλg

λν = δµ
νとなる。

座標変換によって得られる計量についても同じ関係が成り立つと仮定すると, g′µλg
′λν = δµ

ν

が成り立つはずである。ここで, この式の両辺に
∂xε

∂x′ν

∂x′µ

∂xκ
gηκ,

を乗じて, κ, µ, νについて和を計算してみる。左辺 (LHS)と右辺 (RHS)を別々に計算し
てみると,

LHS =
∂xε

∂x′ν

∂x′µ

∂xκ

∂xα

∂x′µ

∂xβ

∂x′λ
gηκgαβg

′λν

=
∂xε

∂x′ν
δκ

α ∂xβ

∂x′λ
gηκgαβg

′λν =
∂xε

∂x′ν

∂xβ

∂x′λ
gηκgκβg

′λν

=
∂xε

∂x′ν

∂xβ

∂x′λ
δβ

ηg′λν =
∂xη

∂x′λ

∂xε

∂x′ν
g′λν ,

RHS =
∂xε

∂x′ν

∂x′µ

∂xκ
gηκδµ

ν =
∂xε

∂x′ν

∂x′ν

∂xκ
gηκ = δκ

εgηκ = gηε,

が得られる。これらを等号で結ぶと,

gεη =
∂xε

∂x′ν

∂xη

∂x′λ
g′νλ, (2.12)

となり, 逆ベクトル系の計量 gεηが 2階の反変テンソルであることが示された。
計量テンソルは特別なテンソルである。既にみたように, 計量テンソルは線素の 2次形
式を与える係数行列である。その係数行列に空間のすべての情報が詰まっているのであ
る。正確に計量テンソル gµν がわかれば, その空間の性質がすべてわかるということだ。
現時点で, 計量テンソルは単に 2次軽視を与える係数行列という位置づけに過ぎないが,

これから本書で明らかにしていく過程で, すべての空間の性質は計量テンソルから導き出
されるのだ。
計量テンソルが線素, すなわち, 微小距離の尺度を与えていることを考えると, 局所的
な振る舞いを調べると空間のすべてがわかる, ということだろうか? 現実的にそれは正
しいとは言えない。局所的に線素を評価した時点で, 誤差なくけ量テンソルが特定できる
ならば空間のすべてがわかることになるのだが, 局所的な観測で誤差なく線素を特定す
ることはほぼ不可能である。例えば, 半径 Rの球面において, 計量テンソルは g11 = R2,

R22 = R2 sin2 θ, g12 = g21 = 0なる要素で構成される。ここで, 球面上の座標として, 天頂
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角 x1 ≡ θ, 方位角 x2 ≡ φを用いると仮定した。近似的にであるが, 球面の例として地球の
表面を考えればよい。計量が正確にわかれば局所的な観測で地球が丸いことがわかるはず
なのだ。しかし, g22 = R2 sin2 θなる計量は, 最初から地球が丸いと知っているから設定で
きるのだ。地球が丸いと知らなければ, 局所的な観測では, x1を東向きの長さ, x2を北向
きの長さとしてとり, g11 = g22 = 1, g12 = g21 = 0としてしまうだろう。これは 2次元の
カルテシアン座標であり, 平面上に描かれた地図の座標系である。このように, 局所的な
観測では, 現実的に空間の曲がりを認識できないことの方が多い。実際, 地球が丸いこと
に人類が気付いたのは紀元前 2500年頃, ピタゴラスが最初と言われる1。しかし, その知
識は広く周知されることなく, ルネサンス以降, コペルニクスなどによって再発見される
ことになる。
局所的な観測による計量テンソルの特定で認識でないなら, どうやって空間を認識する
のか? 後に示すように, 曲がった空間では, 平行移動してもベクトルの位置が徐々に変化す
る。そのベクトルの変化によって, 観測域を広げていくと徐々に不整合が現れる。その不
整合は, 後の章で導入するクリストッフェル記号やリーマン・クリストッフェルの曲率テ
ンソルとして現れるのだ。それらの不整合から, 計量テンソル gµν を推測することによって正しい空間の姿がわかってくるのだ。

2.5 反変成分と共変成分の変換
既に定義した共変ベクトルと反変ベクトルは, 別々に存在するものではなく, 計量に依
存するものである。共変的な性質と反変的な性質は, 計量テンソルを用いて容易に変換す
ることができるのである。ここでは, その事実を検証してみよう。
計量テンソル gµν はテンソルの共変成分と反変成分を変換するはたらきをもっている。これを示すために, 反変ベクトル vνに gµνを乗じて縮約をとった値 gµνv

νを考えてみよう。
これを座標変換すると,

g′µνv
′ν =

∂xα

∂x′µ

∂xβ

∂x′ν
gαβ

∂x′ν

∂xκ
vκ =

∂xα

∂x′µ
gαβv

β,

となるので, gαβv
βが共変ベクトルであることがわかる。一方, 共変ベクトル uνについて

は, 逆計量テンソル gµνを用いて反変ベクトルに変換することができる。先ほどと同様に,

g′µνu′

ν =
∂x′µ

∂xα

∂xν

∂x′β
gαβ

∂xκ

∂x′ν
vκ =

∂x′µ

∂xα
gαβvβ,

となるので, gαβvβが反変ベクトルであることが示された。
1Devid Deming, “Science and Technology in World History,” Volume 1, McFarland & Company, Inc.,

ISBN 978-0-7864-3932-4, p. 32, 2010.
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それでは, 反変ベクトルを gµν を用いて共変ベクトルに変換した結果を gµν を用いて反
変ベクトルに戻した場合を計算してみよう。すると,

gκµ(gµνv
ν) = gκµgµνv

ν = δν
κvν = vκ,

となり, 同一のベクトルに戻ることがわかる。つまり, 計量テンソルによる変換の意味で,

反変ベクトルに対応する共変ベクトルは 1つしか存在しない。また, その逆も真である。
よって, 反変ベクトル vµに対応する唯一の共変ベクトルを vµと書くことにすれば,

vµ = gµνv
ν , (2.13)

vµ = gµνvν , (2.14)

と書くことができる。これは, 斜交座標系の例で述べた (1.17), (1.18)と同一の関係であ
る。この結果より, 共変ベクトルと反変ベクトルは別々に存在するものではないと結論で
きる。共変ベクトルと反変ベクトルは, 空間の計量を反変テンソルか共変テンソルのどち
らで取り扱うのかに依存するのであって, 共変ベクトルと反変ベクトルが独立に存在する
わけはないのだ。したがって, ベクトルの表記は必要に応じて, 共変から反変, またはその
逆への変換が常に可能である。
また, ベクトル反変成分と共変成分を掛けて縮約をとった値 uµv

µ (= gµνv
µuν) をベクト

ルの内積という。内積は座標変換に対して不変の値, すなわち, スカラであることは容易
にわかるであろう。

2.6 ヤコビアン行列と擬テンソル
行列式の定義で用いたレビ・チビタ記号が座標変換に対して面白いふるまいをするので
紹介しておこう。レビ・チビタ記号は, 添え字の交換関係を示す記号であるが, 座標変換
してみるとテンソルに類似した振る舞いを示すのだ。その前段階として, ヤコビアン行列
を思い出してみよう。ヤコビアン行列は, 座標変換において現れる座標成分の偏微分を,
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∂x1
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∂x3
· · · ∂x′1
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· · · ∂x′2
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のように表記した行列である。さらに, その行列式を |∂x′/∂x|をヤコビアンとよぶ。ヤコ
ビアンは解析学において, 積分変数を変換する際に使用されることが多い。既にみたよう
に, 計量テンソル gµνは 2階のテンソルであるので, 座標変換について,

g′µν =
∂xα

∂x′µ

∂xβ

∂x′ν
gαβ,

なる関係が成立する。ここで両辺の行列式を計算すると,

g′ =

∣

∣

∣

∣

∣

∂x

∂x′

∣

∣

∣

∣

∣

2

g,

となる。この計算には, 行列の積の行列式が, 行列式どうしの積に等しいこと, すなわち,

det(AB) = detA detBを利用した。この関係式は, しばしば,

√
g′ =

∣

∣

∣

∣

∣

∂x

∂x′

∣

∣

∣

∣

∣

√
g, (2.15)

という形で用いられる。また,
∂x′α

∂xµ

∂xν

∂x′α
= δµ

ν ,

なる関係より, 座標変換の逆変換によるヤコビアン行列は, もとの変換のヤコビアンの逆
行列であり,

∣

∣

∣

∣

∣

∂x′

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂x

∂x′

∣

∣

∣

∣

∣

= 1, (2.16)

が成り立つ。
行列式の定義を用いて, 形式的にヤコビアンを展開すると,

∣

∣

∣

∣

∣

∂x′

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

= ϵµ1µ2µ3···µn
∂x′1

∂xµ1

∂x′2

∂xµ2

∂x′3

∂xµ3
· · · ∂x

′n

∂xµn
, (2.17)

のように書かれる。ここで, ϵµ1µ2µ3···µn は前章で紹介したレビ・チビタ記号である。前章
で述べた行列式の性質から, 分母の添え字についてもレビ・チビタ記号を使って,

ϵµ1µ2µ3···µn
∂x′λ1

∂xµ1

∂x′λ2

∂xµ2

∂x′λ3

∂xµ3
· · · ∂x

′λn

∂xµn
= ϵλ1λ2λ3···λn

∣

∣

∣

∣

∣

∂x′

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

, (2.18)

が成り立つことがわかる。また, ヤコビアン行列の逆行列についても同様の考察によって
展開でき,

ϵµ1µ2µ3···µn

∂xµ1

∂x′λ1

∂xµ2

∂x′λ2

∂xµ3

∂x′λ3
· · · ∂xµn

∂x′λn
= ϵλ1λ2λ3···λn

∣

∣

∣

∣

∣

∂x

∂x′

∣

∣

∣

∣

∣

, (2.19)

となることも明らかである。
ところで, レビ・チビタ記号は添え字の並びによって決まる量であるので, 座標変換に
よって変化することはない。仮に, x′系におけるレビ・チビタ記号を ϵ′µ1µ2µ3···µnと書いた
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とするなら, ϵ′µ1µ2µ3···µn = ϵµ1µ2µ3···µn が成り立つべきである。この関係を (2.18)に代入す
ると,

ϵ′λ1λ2λ3···λn = ϵµ1µ2µ3···µn
∂x′λ1

∂xµ1

∂x′λ2

∂xµ2

∂x′λ3

∂xµ3
· · · ∂x

′λn1

∂xµn1

∣

∣

∣

∣

∣

∂x

∂x′

∣

∣

∣

∣

∣

= ϵλ1λ2λ3···λn , (2.20)

なる式を得る。これを見ると,レビ・チビタ記号がテンソルのように見えてくる。しかしな
がら,余計な因数 |∂x/∂x′|があるので,レビ・チビタ記号はテンソルではない。当然, (2.19)

についても同様のことが言えるので,

ϵ′λ1λ2λ3···λn1
= ϵµ1µ2µ3···µn

∂xµ1

∂x′λ1

∂xµ2

∂x′λ2

∂xµ3

∂x′λ3
· · · ∂xµn

∂x′λn

∣

∣

∣

∣

∣

∂x′

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

= ϵλ1λ2λ3···λn
, (2.21)

が成り立つはずである。テンソルではないが, (2.20)のような変換則をもつ量を擬テンソ
ル, さらに, (2.21)のような変換則をもつ量を擬テンソル密度という。つまり, レビ・チビ
タ記号 ϵλ1λ2λ3···λn は擬テンソルである。
上に述べた事実に基づき, レビ・チビタ記号を用いてテンソルを作ることができる。ま
ず, (2.20)の両辺に 1/

√
g′を乗じた量を計算してみよう。この計算に関して, (2.15)の関係

に注意すると,

1√
g′
ϵ′λ1λ2λ3···λn =

1√
g
ϵµ1µ2µ3···µn

∂x′λ1

∂xµ1

∂x′λ2

∂xµ2

∂x′λ3

∂xµ3
· · · ∂x

′λn

∂xµn
, (2.22)

となる。同様に, (2.15)の関係にしながら (2.21)の両辺に√
g′を乗じると,

√
g′ ϵ′λ1λ2λ3···λn

=
√
g ϵµ1µ2µ3···µn

∂xµ1

∂x′λ1

∂xµ2

∂x′λ2

∂xµ3

∂x′λ3
· · · ∂xµn

∂x′λn
, (2.23)

が得られる。つまり, ϵµ1µ2µ3···µn/
√
g が反変テンソルであり,

√
g ϵµ1µ2µ3···µn

が共変テンソル
になっているのである。

2.7 対称テンソルと反対称テンソル
物理学で用いるテンソルは, 対称性をもつことが多い。ここでは, 対称性をもつテンソ
ルについて紹介しておこう。一つは対称テンソル, もう一つは反対称テンソルである。
テンソル T µ0µ1···µr−1が, 任意の二つの添え字を交換しても値が等しい交換条件:

T µ0µ1···µi···µj ···µr−1 = T µ0µ1···µj ···µi···µr−1 , (2.24)

が成立する場合, そのテンソルは対称テンソルと呼ばれる。反変テンソルに限らず, 共変
テンソルであってもこの関係が成り立てば対称テンソルと呼ばれる。例えば 2階のテンソ
ルの場合,

T µν = T νµ,
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が成立する。見かけの上では, 2階の対称テンソルは対称行列に類似している。既に出てき
た例をあげると, 計量テンソル gµν とその逆行列 gµν は対称テンソルである。物理学では
対称テンソルといえば 2階のテンソルくらいしか見かけないが, 3階テンソルの場合には,

T λµν = T λνµ = T νλµ = T νµλ = T µνλ = T µλν ,

なる添え字の交換関係が成り立ち, 等しくなるテンソルの成分が 6個存在する。さらに, r

階のテンソルに対称テンソルを発展させると, テンソル成分 T µ0µ1···µr−1に等しくなるテン
ソルの成分は, 自分自身を入れて r!個も存在する。そう考えると, 対称テンソルの独立成
分の数は, 全成分の数 nrに比べて非常に小さいと予想される。対称テンソルの独立成分
の数は, 後で考えることにする。
反対称テンソルは, 任意の添え字の入れ替えに対して, テンソル成分の数値の符号が入
れ替わる:

T µ0µ1···µi···µj ···µr−1 = −T µ0µ1···µj ···µi···µr−1 , (2.25)

なる交換関係が成り立つテンソルのことを言う。当然, 共変テンソルの添え字の入れ替え
関してこの性質が成り立てば, そのテンソルはやはり反対称テンソルである。この交換関
係からわかることとして, 反対称テンソルの成分は, T 01231のように添え字に同じ数字が
重複する場合, 必然的にゼロになる。つまり, ゼロではない反対称テンソルの成分は, その
添え字がすべて異なる値である。したがって, n次元の反対称テンソルの階数 rには上限
があり, その上限値は r = nである。例えば, 2階のテンソルについて交換関係を書くと,

T µν = −T νµ,

である。この性質をもつテンソルは本書ではまだ現れていないが, 2階の反対称テンソル
は物理学でもよく現れる。さらに, 3階のテンソルの反対称テンソルには,

T λµν = −T λνµ = T νλµ = −T νµλ = T µνλ = −T µλν ,

なる交換関係が成り立つ。一般的な r階の反対称テンソルの任意の成分 T µ0µ1···µr−1は, 対
称テンソルの場合と同様に, 従属関係にある成分が自分自身を含め r!個存在する。さらに,

上で述べたように, 反対称テンソルの成分は, 重複する添え字をもつ場合, 必然的にゼロ
になるので独立成分の数は対称テンソルよりもかなり少ない。空間が n次元で, r階の反
対称テンソルの独立な成分の数は, n個の整数から r個を選び出す組み合わせの数である
ので,

N−(n, r) =
n!

r! (n− r)!
, (2.26)

となる。例えば, 4次元の反対称テンソルの場合, 2階のテンソルなら独立成分は 6個, 3階
のテンソルなら 4個しかない。さらに, 4階のテンソルでは独立成分は 1個しか存在しな
いのである。
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さて, 先ほど後回しにした対称テンソルの独立成分の数はどうであろうか。いきなり結
果を書くと, n次元の r階の対称テンソルの独立な成分の数は,

N+(n, r) =
(n+ r − 1)!

r! (n− 1)!
, (2.27)

となる。順を追ってこの関係式を導いてみよう。例えば, 5次元の 3階テンソルを考える
と, その独立な成分は,

(1, 1, 1), (1, 1, 2), (1, 1, 3), (1, 1, 4), (1, 1, 5),

(1, 2, 2), (1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 2, 5), (1, 3, 3),

(1, 3, 4), (1, 3, 5), (1, 4, 4), (1, 4, 5), (1, 5, 5),

(2, 2, 2), (2, 2, 3), (2, 2, 4), (2, 2, 5), (2, 3, 3),

(2, 3, 4), (2, 3, 5), (2, 4, 4), (2, 4, 5), (2, 5, 5),

(3, 3, 3), (3, 3, 4), (3, 3, 5), (3, 5, 5), (3, 4, 5),

(3, 5, 5), (4, 4, 4), (4, 4, 5), (4, 5, 5), (5, 5, 5)

のように, すなわち, 添え字の値が µ1 ≤ µ2 ≤ µ3 ≤ · · ·となるように成分を並べればよ
い。この組み合わせをつくるには, まず, 図 2.3の Step 0のように, 8 (= 5 + 3)個の円を
横に並べる。続いて, 最も左を除く 7 (= 5 + 3 − 1)個の円のうち 3個を選んで塗りつぶ
す (Step 1)。塗りつぶす円の選び方は, 最も左の円を選ばない, 重複した円を選ばない, と
いう規則さえ守られていれば自由である。例えば, 連続した 3つを選んでもよい。次のス
テップ (Step2)として, 塗られていない円に左から順に番号をつける。左側の塗りつぶさ
れた円から順に, それらのすぐ左に位置する数値を読み取っていけば, 対称テンソルの独
立成分の組み合わせが得られる。図 2.3の例では, (2, 4, 4)が得られる。上に書いた規則か

Step 0: ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
Step 1: ◦ ◦ • ◦ ◦ • • ◦
Step 2: 1 2 • 3 4 • • 5

図 2.3: 5次元 3階の対称テンソルの独立成分の選び方の例
ら, 5次元 3階の対称テンソルの独立成分の数は, 8個の円から塗りつぶす 3個を選ぶ組み
合わせの数であるので, その数は 7!/(3! · 4!) = 35となり, 上に書き下した独立成分の数と
一致していることがわかるだろう。これを一般化して, n次元 r階の対称テンソルを考え
た場合, その独立成分の数は, n+ r − 1個の円から塗りつぶす r個を選ぶ組み合わせの数
となる。したがって,

N+(n, r) =
(n+ r − 1)!

r! (n− 1)!
,

が得られる。相対性理論で扱われる 4次元空間における対称テンソルの場合, 2階テンソル
ならば 10個, 3階テンソルならば 20個, 4階テンソルならば 35個の独立成分が存在する。
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既に述べたように, 反対称テンソルでは異なる添え字に同一の数字が現れる場合, その
テンソル成分が必然的にゼロとなる。そのような成分の数は, 対称テンソルの独立成分と
反対称テンソルの独立成分の数の差で表すことができる。例えば, n次元空間の場合, 2階
の反対称テンソルでは n個, 3階の反対称テンソルでは n2個, 4階の反対称テンソルでは
(n2 +1)n/2個が必然的なゼロ成分である。具体例として, 相対性理論が扱う 4次元時空に
おける反対称テンソルの必然的なゼロ成分は, 2階テンソルでは 4個, 3階テンソルでは 16

個, 4階テンソルでは 34個である。

2.8 面積素と体積素
取り扱っている n次元空間の微小座標変位 dxµで囲まれる平行超立体の微小体積 (体積

素)を考えてみよう。平行超立体の微小体積は, n次元空間の積分を記述するときに必要要
素であり, その微小体積が座標変換に対してどのように振る舞うのかが興味のあることで
ある。
いきなり n次元というのも想像しにくいだろうから 2次元から始めよう。その場合, 微

小変位 dx1と dx2で張られる平行四辺形の面積が 2次元における体積素 (面積素)である。
曲がっている空間を取り扱っているとはいえ, 微小な面積を取り扱うので, 空間の曲がり
を気にすることなく, 斜交座標と同じように考えればよい。注意すべきことは, 基本ベク
トル e1と e2が直交しているとは限らず, しかも, 基本ベクトルの長さも 1とは限らない
ということである。つまり, 面積素は単に dx1dx2になるのではなく, 基本ベクトル e1と
e2が張る平行四辺形の面積に dx1dx2を乗じた積である。基本ベクトルがなす平行四辺形
は図 2.4のような図形を考えるとよい。ここで, 2つの基本ベクトルのなす角を αとし, e1と e2の長さを, それぞれ, e1, e2としよう。そのとき, それらの基本ベクトルが張る平行四
辺形の面積の自乗 S2は,

S2 = (e1e2 sinα)
2 = (e1)

2(e2)
2 − (e1e2 cosα)

2

= (e1 · e1)(e2 · e2)− (e1 · e2)
2,

となる。さらに, 計量テンソルが gµν = eµ · eν であることを思い出すと, 上の結果は,

S2 =

∣

∣

∣

∣

∣

(e1 · e1) (e1 · e2)

(e2 · e1) (e2 · e2)

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

g11 g12
g21 g22

∣

∣

∣

∣

∣

,

となる。つまり, 2次元の場合, 微小変位 dx1と dx2が張る面積素は√
g dx1dx2と書くこ

とができる。
次に 3次元の場合を考えてみよう。基本ベクトルを e1, e2, e3とし, それらの長さを, そ
れぞれ, e1, e2, e3とする。さらに, eµと eνのなす角を θµνとする。この場合の体積素は, 3
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つの基本ベクトルが張る平行 6面体の体積を dx1dx2dx3倍した量である。まず, 3つの基
本ベクトルが張る平行 6面体の体積の自乗 V 2は,

V 2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(e1)
2 e1e2 cos θ12 e1e3 cos θ13

e2e1 cos θ21 (e2)
2 e2e3 cos θ23
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,

となる。したがって, 3次元の面積素も√
g dx1dx2dx3 と表すことができる。以上の考察

を n次元に拡張すると, n次元の体積素は√
g dx1dx2 · · · dxnとなる。

e0

e1

e0

e1

e2

(a) Two dimensional. (b) Three dimensional.

図 2.4: 2次元と 3次元の体積素の例
座標系 xµから異なる座標系座標系 x′µに変換した場合, 体積素がどのように変換される
か考えてみよう。ここで, 計量テンソルの行列式の座標変換と, 重積分におけるヤコビの
定理を用いると,

√
g′ dx′1dx′2 · · · dx′n =

∣
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g ·
∣
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∂x′
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∣

∣

∣
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∣

dx1dx2 · · · dxn

=
√
g dx1dx2 · · · dxn, (2.28)

が得られる。つまり, 体積素は座標の選び方には無関係, すなわち, スカラである。座標変
換によって座標を変換したとはいえ, 体積自体が変化してはならないので, 当然として成
立する事実が導出できたわけだ。

2.9 面テンソルと立体テンソル
本節では面テンソルと立体テンソルを紹介しよう。まず, n次元空間に 2つのベクトル

x = xλ
eλと y = yλeλがある。この 2つのベクトルが張る平行四辺形について考えてみよ

う。この平行四辺形を, eµと eνが張る平面 (µν平面と呼ぶことにする)に投影してできる
平行四辺形を考えよう。その投影面上の平行四辺形は, xµ

eµ + xν
eνと yµeµ + yνeν によって張られる平行四辺形となるはずである。その µν平面に投影された平行四辺形の面積は,

S = (xµyν − xνyµ)S(µ)(ν),
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となる。ここで, S(µ)(ν)は基本ベクトル eµと eνが張る平行四辺形の面積である。また, こ
の面積の添え字に括弧をつけているのは, µと νについてアインシュタインの総和の規約
を適用しないことを意味する。面積 Sを基本ベクトルが張る平行四辺形の面積 S(µ)(ν)で割った商:

ξµν = xµyν − xνyµ, (2.29)

は, 2階の反変テンソルである。このテンソルは, 定義式からわかるように, ξµν = −ξνµな
る反対称性がある。このように定義された 2階の反対称テンソルを面テンソルと呼ぶ。

xµ
O

x

y

µ

ν

xµ

xν

yµ

yν

O
µ

ν

(a) Perspective. (b) µν-plane.

eµ

eν

S

S

図 2.5: 空間中の平行四辺形とその投影図
同様の定義が 3階のテンソルに関しても可能である。三つのベクトル x ≡ xµ

eµ, y ≡
yµeµ, z ≡ zµeµ は平行 6面体を張る。次元数が 3を超える空間での射影なので理解に苦
しむかもしれないが, その平行 6面体を λµν立体に投影してできた平行 6面体 eλ, eµ, eνが張る平行 6面体の体積で割った商は,

ξλµν =

∣

∣

∣
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∣

∣

∣

∣
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xµ yµ zµ

xν yν zν

∣

∣
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∣

∣

∣

, (2.30)

となる。このように定義された量 ξλνµを立体テンソルと呼ぶ。この定義式から, 立体テン
ソルには,

ξαβγ = − ξαγβ = ξβγα = − ξβαγ = ξγαβ = − ξγβα,

なる反対称関係がある。この反対称性を具体的に説明すると, 添え字 α, β, γに同じ添え
字が存在した場合, ξλνµ = 0となる。また, 任意の 2つの添え字を入れ替えた場合, 立体テ
ンソルの値は符号が逆転する。

2.10 デュアルテンソル
反対称のテンソルは, デュアルテンソルと呼ばれる双対関係のテンソルを定義すると便
利なことがある。デュアルテンソルは単に数学的な表現に過ぎないように見えるが, 物理
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学において, そのテンソルが表現する物理的意味を理解しやすい記述に変換するために
デュアルテンソルを用いることがある。
例として, 4次元の場合を考えよう。反変テンソル F µν と F λµν は, それぞれ, 次のよう
に定義される F ∗

αβと F ∗

αと双対な関係にある。
F ∗

αβ =

√
g

2
ϵαβµνF

µν , F ∗

α =

√
g

6
ϵαλµνF

λµν .

ここで, F µν と F λµν が反対称テンソルであることを用いると, 上の定義式は次のように
なる。

F ∗

12 =
√
g F 34, F ∗

13 =
√
g F 42, F ∗

14 =
√
g F 23,

F ∗

34 =
√
g F 12, F ∗

42 =
√
g F 13, F ∗

23 =
√
g F 14,

F ∗

1 =
√
g F 234, F ∗

2 =
√
g F 314, F ∗

3 =
√
g F 124, F ∗

4 =
√
g F 132.

取り扱う空間を n次元としたとき, r階の反変テンソル T µsµs+1···µr−1 に対応するデュア
ルテンソルは,

T ∗

µrµr+1···µn−1
=

√
g

r!
ϵµ0µ1···µr−1µrµr+1···µn−1

T µ0µ1···µr−1 , (2.31)

と定義される。前節で学んだように,
√
g ϵµ1···µn

がテンソルであるので, 名前のとおりデュ
アルテンソルはテンソルとしての性質をもつ。一方, r階の反変テンソル Tµ1µ2···µr

に対応
するデュアルテンソルも,

T ∗µr+1µr+2···µn =
1√
g r!

ϵµ1µ2···µrµr+1µr+2···µnTµ1µ2···µr
, (2.32)

のように定義される。やはり, 前節で学んだように ϵµ1···µn/
√
gがテンソルであるので, こ

のデュアルテンソルもテンソルとしての性質をもつ。さらに, もとのテンソルが r階であ
るなら, それに対応するデュアルテンソルは n− r階のテンソルである。さらに, 反変テン
ソルのデュアルテンソルは共変テンソルであり, 共変テンソルのデュアルテンソルは反変
テンソルである。
デュアルテンソルの例として, 3次元共変ベクトル vµの回転テンソルについて考えよう。後の章で説明するが, 共変ベクトルの回転テンソルは,

Tµν = ∇µvν −∇νvµ =
∂vν
∂xµ

− ∂vµ
∂xν

,

のように定義される。この回転テンソルの 3次元空間におけるデュアルテンソルは,

T ∗λ =
1

2
√
g
ϵµνλTµν =

1√
g
ϵµνλ

∂vν
∂xµ

,
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となる。このように, 3次元空間の 2階共変テンソルのデュアルテンソルは反変ベクトル
となる。その反変ベクトルの成分を書くと,

T ∗1 =
1√
g

(

∂v3
∂x2

− ∂v2
∂x3

)

,

T ∗2 =
1√
g

(

∂v1
∂x3

− ∂v3
∂x1

)

,

T ∗3 =
1√
g

(

∂v2
∂x1

− ∂v1
∂x2

)

,

となる。例えば, カルテシアン座標を考えた場合, g = 1となるので, このデュアルテンソ
ルが 3次元のカルテシアン座標系では回転ベクトルと一致することがわかる。カルテシア
ン座標系だけでなく, 一般の座標系についても 3次元空間の回転ベクトルが, 回転テンソ
ルのデュアルテンソルであることを次の章で説明する。
最初に説明したように, 一般の n次元でもデュアルテンソルは定義できる。詳しくは述
べないが, 相対性理論で取り扱う 4次元時空でのデュアルテンソルの例として電磁場テン
ソルFµνがあげられる2。このテンソルのF0k (k = 1, 2, 3)は電場ベクトルを表す。それに
対応する電磁場のデュアルテンソルの成分 F ∗0kは磁束密度ベクトルを表す。

2繰り返し説明するとおり, 相対性理論なので添え字は 0から開始する。添え字 0が時間に対応し, 1から 3が空間座標 [x, y, z]に対応する。
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