
第5章 曲率テンソル
前章で共変微分を取り扱い, それを用いてベクトルの平行移動の概念を曲がった空間で
も取り扱えるように拡張した。その記述において, ユークリッド空間との相違点がクリス
トッフェル記号に現れることがわかった。リーマン気が学におけるベクトルの平行移動
は, 測地線に沿って, 測地線となす角を不変に保つ移動である。測地線が湾曲している場
合, 平行移動によってベクトルは徐々に向きを変える。しかも, ベクトル向きの変化は, 平
行移動でとる経路によって異なる。それこそが空間が曲がっていることの尺度となる。

5.1 曲率テンソル
曲がった空間では, たどった経路に依存して平行移動したベクトルの向きが変化する。
向きの変化が経路に依存することが, 空間が曲がっている性質を反映する。その理由で, 平
行移動したベクトルの向き変化の経路依存を占めるパラメータとして, 曲率テンソルを導
入する。後に示すように, 曲率テンソルは共変微分の交換則の不整合と関係している。
前章で示したように, 微小変位を与えたときのベクトル vκの変化量は, 共変微分∇µv

κ

によって表現される。測地線に沿った移動, すなわち, 平行移動に関して, 共変微分はゼロ
となる。しかし, 曲がった空間では平行移動によってベクトルが変化しないわけではない。
共変微分が,

∇µv
κ =

∂vκ

∂xµ
+ Γ κ

µλv
λ,

で表されるため, ∇µv
κ = 0であっても, Γ κ

µλがゼロでないため, ∂vκ/∂xµがゼロにならな
いのだ。したがって, 曲がった空間では平行移動しても, クリストッフェル記号の影響で
ベクトルの向きが変化するのだ。共変微分の公式に基づき, 測地線に沿って (∇µu

κ = 0の
条件で), dxµの微小変位を与えたときのベクトルの変化を計算すると,

dvκ = −Γ κ
µλv

λ dxµ,

となる。クリストッフェル記号がテンソルでないので, このベクトルの変化量もテンソル
ではない。しかも, ベクトルの変化量は移動させた経路に依存する。
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経路依存の影響を調べるため, 共変微分の交換関係∇ν∇µv
κ − ∇µ∇νv

κを評価してみよ
う。この交換関係を調べる動機は次のようなことである。共変微分を 2階重ねると, 単純
に座標成分での 2階微分の項と, クリストッフェル記号を含む項が現れる。共変微分の順
序を逆にして互いに差をとると, 単純な 2階微分は可換であるので互いに相殺し, クリス
トッフェル記号を含む項のみが抽出される。平行移動の際にベクトルの向きを変えるのは
クリストッフェル記号による効果なので好都合というわけだ。
共変微分∇µv

κをさらに xνで偏微分してみよう。共変微分∇µv
κが 2階の混合テンソル

であることに注意し, 前節で導出した共変微分の公式を用いれば,

∇ν∇µv
κ =

∂∇µv
κ

∂xν
+ Γ κ

να∇µv
α − Γ α

νµ∇αv
κ

=
∂2vκ

∂xν∂xµ
+

∂Γ κ
µλ

∂xν
vλ − Γ κ

µλ

∂vλ

∂xν
+ Γ κ

να

(

∂vα

∂xµ
+ Γ κ

µλv
λ

)

− Γ α
µλv

λ,

が計算できる。この結果に対して添え字 νと µを入れ替えて差を計算すると,

∇ν∇µv
κ −∇µ∇νv

κ =

(

∂Γ κ
µλ

∂xν
−

∂Γ κ
νλ

∂xµ
+ Γ κ

ναΓ
α
µλ − Γ κ

µαΓ
α
νλ

)

vλ,

が得られる。ベクトル成分を単純に座標成分で偏微分しただけの項は相殺してくれた。こ
の量は一般にゼロとはならないので, 共変微分は可換ではない。それがユークリッド空間
との違いである。ここで,

Rκ
λνµ =

∂Γ κ
µλ

∂xν
−

∂Γ κ
νλ

∂xµ
+ Γ κ

ναΓ
α
µλ − Γ κ

µαΓ
α
νλ, (5.1)

なる量を定義すると, 共変微分の交換関係は,

∇ν∇µv
κ −∇µ∇νv

κ = Rκ
λνµv

λ, (5.2)

と書くことができる。この式の右辺は 2つのテンソルの差であるのでテンソルである。さ
らに, vλが反変ベクトルであるので, Rκ

λνµはテンソルであると結論できる。そのテンソルRκ
λνµはリーマン・クリストッフェルのテンソル, または, 曲率テンソルと呼ばれる。

共変微分の交換関係は共変ベクトル vλについても計算することができる。反変ベクトルに対する共変微分の交換関係 (5.2)を計算したときと同じ手順によって,

∇ν∇µvλ −∇µ∇νvλ = −Rκ
λνµvκ, (5.3)

が得られる。この結果に注意すると, 任意の混合テンソルに対する共変微分の交換関係に
拡張することができる。例えば, テンソルTσλ

κに対して共変微分の交換関係を拡張すると,

∇ν∇µTσλ
κ −∇µ∇νTσλ

κ = Rκ
ανµTσλ

α −Rα
λνµTαλ

κ −Rα
λνµTσα

κ,
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のようになる。さらに, 一般的な混合テンソルに対して交換関係を拡張すると,

∇ν∇µT
κ1κ2···κr

λ1λ2···λs
−∇ν∇µT

κ1κ2···κr

λ1λ2···λs

=
r
∑

i=1

Rκi

ανµT
κ1κ2···α···κr

λ1λ2······λs
−

s
∑

i=1

Rα
λiνµT

κ1κ2······κr

λ1λ2···α···λs
, (5.4)

のような関係になるはずである。この交換関係はリッチの公式と呼ばれる。

5.2 曲率テンソルの幾何学的意味
本節では, 曲率テンソルの幾何学的な意味を探ってみよう。曲率テンソルの定義式 (5.1)

の後半にあるクリストッフェル記号の積和に注意すれば何か見えてくるかもしれない。ベク
トルの平行移動の公式によると, Γ α

µλは, ベクトル ξλを xµ方向に平行移動したときに, 空
間の曲がりが原因でベクトルに生じる変化量のxα成分を与える。ということは, Γ κ

ναΓ
α
µλはベクトル ξλを xµ方向に平行移動して, さらに xν方向に平行移動したとき, ベクトルに

生じる 2次の変化量の xκ成分に関係した量であろう。曲率テンソルRκ
λνµには, さらに,

−Γ κ
µαΓ

α
νλなる項が含まれている。それは, 先ほどの平行移動の順序 (xν方向と xµ方向)

を入れ替えたときのベクトルに生じる 2次の変化量を減じているわけである。推測して
みると, 曲率テンソルRκ

λνµは, xνと xµの座標軸で囲まれた周回経路に沿って元の位置に
戻るまでベクトルを平行移動したときに生じるベクトルの変化量と関係しているよう思
える。
本節での結論としては, 上記の推測どおり, 曲率テンソルはベクトルを周回経路に沿っ
て平行移動し, もとの位置に戻ってきたとき, ベクトルが最初の状態から変化している量
と関係している。例えば, 取り扱っている n次元空間に任意の曲面を設定し, その曲面上
の位置を座標 (u, v)で表すとする。図 5.1に示すように, 任意のベクトル ξκをduとdvの
微小偏移で囲まれる周回経路に沿って平行移動し, もとの位置に戻ってきたとき, ベクト
ルが ξ̃κに変化しているとする。変化後のベクトル ξ̃κは,

ξ̃κ = ξκ +Rκ
λνµ ξ

λ ∂x
ν

∂v

∂xµ

∂u
dudv, (5.5)

なる数式で表される。つまり, 周回経路を平行移動したベクトルが変化する量は曲率テン
ソルの依存し, また, 大きな面積を囲む周回経路に沿った平行移動をすると, ベクトルの変
化量が大きくなることがこの数式からわかる。本節では, そのような曲率テンソルの性質
を導出する。
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P00
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P11
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C1

ξκξ̃κ

図 5.1: 周回経路に沿ったベクトルの平行移動によるベクトルの変化
5.2.1 周回経路に沿ったベクトルの平行移動
曲がった空間でベクトルを平行移動したとき, ユークリッド空間とは異なり, ベクトル
が変化することは既に学んだとおりである。とはいえ, 周回経路に沿ってベクトルを平行
移動し, もとの位置に戻ったとき, そのベクトルが最初の状態から変化しているという事
実は理解しがたいかもしれない。ここでは, 具体的なイメージをつかむため極端な例を用
いてみよう。
地球上でベクトルを平行移動する場合を考えよう。大きすぎて想像できないのであれ
ば, 地球儀やボールを用いても構わない。図 5.2のように点 Pが, 経度 0度の赤道上にあ
るとする。まず, 真北を向くベクトルを点 Pに配置する。このベクトルを, 赤道に沿って
東経 90度まで平行移動してみる。東経 90度の赤道上に来たとき, ベクトルはやはり真北
を向いている。そのベクトルをさらに, 子午線に沿って北極点まで平行移動させる。北極
点に到着したとき, そのベクトルは西経 90度の方角を向いているはずだ。

P Q

R

E0◦

E90◦

E180◦W90◦

C1

ξκ(P) ξκ(Q)

ξκ(R)

ξ̃κ(P)

図 5.2: 球面における異なる経路とベクトルの平行移動
さて, 北極点まで移動したベクトルを経度 0度の子午線に沿って赤道まで平行移動させ
る。平行移動の間, ベクトルは西を向いている。赤道に到達した場所は経度 0度の赤道上,
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つまり, 最初の場所に戻ってきたわけだ。しかし, 当初, 北を向いていたベクトルは, 周回
経路を平行移動した結果, 西を向いている。つまり, 周回経路に沿って平行移動した結果,

ベクトルの向きが 90度も回転したということである。
このような奇妙な結果は, 取り扱う空間が曲がっていることに起因する。つまり, 周回
経路に沿って平行移動したときのベクトルの変化量を空間の曲がり具合を表す量として使
えそうである。以降の節では, 曲率テンソルが周回経路におけるベクトルの平行移動と関
係した量であることを示す。

5.2.2 一次近似による検証
曲率テンソルが, 周回経路におけるベクトルの平行移動と関係していることを検証して
みよう。曲がった空間に任意の曲面を配置し, その曲面上の周回経路に沿ってベクトル ξκ

を平行移動した場合を考える。その曲面上の位置は座標 (u, v)によって記述できる。これ
ら新しい座標 uと vはともに x1, x2, . . . , xnの関数である。まず, 図 5.3のように, 座標軸
u, u+du, v, v +dv の交点に 4つの点P00, P01, P11, P10を配置する。まず, 点P00に任意のベクトル ξκを置き, そのベクトルを点P01を経由して点P11に至る経路C1と, 点P10を経由して点 P11に至る経路C2に沿って平行移動した結果を比較してみよう。

u
u+ u

v

v + v

P00
P01

P11

P10

C1

C2

(a) Translation of a vector along the path C1. (b) Translation of a vector along the path C2.

u
u+ u

v

v + v

P00
P01

P11

P10

図 5.3: 曲がった空間における微小な平行移動
まず, 点 P00から P01へ, ベクトル ξκを平行移動してみる。それには前章で導出した平
行移動の公式をそのまま使うことができ, 平行移動した結果は,

ξκ(P01) = ξκ − Γ κ
µλξ

λ ∂x
µ

∂u
du,

となる。ここで, 簡単のため ξκ ≡ ξκ(P00) と記述した。この平行移動結果に対して, 再び
平行移動の公式を適用した量:

ξκ(P11;C1) = ξκ(P01)− Γ κ
αλ(P01) ξ

λ ∂x
α

∂v
dv,
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はベクトル ξκ(P01)をさらに点Rまで平行移動したときの結果を表す。言い換えると, ベ
クトル ξλを経路C1で平行移動した結果である。ここで, 点 P01におけるクリストッフェル記号が,

Γ κ
αλ(P01) = Γ κ

αλ +
∂Γ κ

αλ

∂xµ

∂xµ

∂u
du,

なる 1次近似で書けることから, 点 P11まで平行移動されたベクトルは,

ξκ(P11;C1) = ξκ − Γ κ
µλξ

λ ∂x
µ

∂u
du

−

(

Γ κ
να +

∂Γ κ
να

∂xµ

∂xµ

∂u
du

)(

ξα − Γ α
µβξ

β ∂x
µ

∂u
du

)

∂xν

∂v
dv

= ξκ +

(

Γ κ
νβΓ

β
µα −

∂Γ κ
να

∂xµ

)

ξα
∂xµ

∂u

∂xν

∂v
dudv

−

(

Γ κ
µλξ

λ ∂x
µ

∂u
du+ Γ κ

νλξ
λ ∂x

ν

∂v
dv

)

+
∂Γ κ

να

∂xµ
Γ α

λβξ
β ∂x

µ

∂u

∂xλ

∂u

∂xν

∂v
du2

dv,

のように計算される。ただし, 右辺の最終項が 3次の微小変化であるため無視できるので,

平行移動の結果は,

ξκ(P11;C1) = ξκ +

(

Γ κ
νβΓ

β
µα −

∂Γ κ
να

∂xµ

)

ξα
∂xµ

∂u

∂xν

∂v
dudv

−

(

Γ κ
µλξ

λ ∂x
µ

∂u
du+ Γ κ

νλξ
λ ∂x

ν

∂v
dv

)

,

のように近似できる。経路C2にそった平行移動に関しても同様の手順を踏んで計算してもよいのだが, 上式の uと vを入れ替えれば, ξκ(P11;C2)になると気づけば, 面倒な計算は
不要である。念のため, ξκ(P11;C2)の計算結果を書いておくと,

ξκ(P11;C2) = ξκ +

(

Γ κ
µβΓ

β
να −

∂Γ κ
µα

∂xν

)

ξα
∂xν

∂u

∂xµ

∂v
dudv

−

(

Γ κ
νλξ

λ ∂x
ν

∂v
dv + Γ κ

µλξ
λ ∂x

µ

∂u
du

)

,

である。よって, 両者の差をとると,

ξκ(P11;C1)− ξκ(P11;C2)

=

(

Γ κ
νβΓ

β
µα − Γ κ

µβΓ
β
να +

∂Γ κ
µα

∂xν
−

∂Γ κ
να

∂xµ

)

ξα
∂xµ

∂u

∂xν

∂v
dudv

= Rκ
ανµ ξ

α ∂x
µ

∂u

∂xν

∂v
dudv,
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が得られる。このように始点と終点が共通であっても, 異なる経路C1とC2に沿ったベクトル平行移動は, 異なる結果となり, それらの差を計算すると曲率テンソルが現れる。こ
のような説明が, よくテキストに書かれている。しかし, 曲率テンソルは周回経路に沿っ
た平行移動に関する量だと述べていたのだが, この状況設定とどのように結びつくのだろ
うか。
前段落で生じた疑問点は,次のように説明できるかもかもしれない。ベクトル ξκ(P11;C2)は ξκを経路C2に沿って平行移動した結果であるが, 逆に考えると, ξκ(P11;C2)を, P11から C2を逆にたどって P00まで平行移動すると ξκになると考えることができる。さらに,

ベクトル ξκ(P11;C1)は, ξκ(P11;C2)を P11 → P10 → P00 → P01 → P11の順に平行移動した結果と考えることができる。よって, 上記の計算結果は, 周回経路に沿ってベクトルを
平行移動したときの変化量と同じである。
上記の説明は, 正しいような気もするが, 素直に周回経路を一周させず, 上記の理屈を

使っているところがなんとなく怪しい。ためしに上記の計算過程を P11 → P10 → P00 →

P01 → P11の順にたどって平行移動してみると結果は,

ξ̃κ = aκ +

(

Γ κ
νβΓ

β
µα − Γ κ

µβΓ
β
να +

∂Γ κ
µα

∂xν
−

∂Γ κ
να

∂xµ

)

ξα
∂xµ

∂u

∂xν

∂v
dudv

+

(

∂Γ κ
µα

∂xβ
− Γ κ

µλΓ
λ
βα

)

aα
∂xβ

∂u

∂xµ

∂u
du2

+

(

∂Γ κ
µα

∂xβ
− Γ κ

µλΓ
λ
βα

)

aα
∂xβ

∂v

∂xµ

∂v
dv2,

となり, 曲率テンソル以外の項が残ってしまうのである。二次の微小変化du2とdv2が無
視できればよいのであるが, それなら, やはり 2次の微小変化であるdudvが無視できない
のはおかしいといった具体に, うまい結果が出ないのである。実は, 上の検証方法は多少イ
ンチキなのである。素直に周回経路に沿った平行移動を評価するのではなく, 異なる経路
C1と C2に沿った平行移動の差を計算しているのは, 周回経路に沿った平行移動では du2

もdv2の項を解決できないことをごまかすためである。次の節では, このようなごまかし
をせず, 曲率テンソルが周回経路に沿ったベクトルの平行移動に関する量であることを説
明する。

5.2.3 二次近似による検証
前節の計算を周回経路に沿ったベクトルの平行移動に適用したときに, 二次の微小変化
はdu2とdv2が余分に含まれていたことには理由がある。それは, ベクトル ξκをduだけ
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平行移動した結果を,

ξκ(u+ du, v) ≈ ξκ − Γ κ
µαξ

α ∂x
µ

∂u
du,

のように 1次近似で書いていたことが理由である。既に結果を示しているので予想できる
だろうが, 計算過程には 2次の微小変化までが必要である。 つまり, 平行移動の公式も 2

次近似しておくべきである。ベクトルの平行移動の公式には 2次の項が存在しないわけで
はない。書いていなかっただけなのだ。だから経路を周回したとき, 結果がおかしくなっ
ていたわけである。ベクトル ξκをduだけ平行移動した結果を 2次近似として書くと,

ξκ(u+ du, v) = ξκ − Γ κ
µαξ

α ∂x
µ

∂u
du

+
1

2

(

Γ κ
µβΓ

β
λα −

∂Γ κ
µα

∂xλ

)

ξα
∂xλ

∂u

∂xµ

∂u
du2,

となる。この近似式は後で証明することとして, 周回経路に沿ってベクトル ξκを平行移動
してみよう。まず, ξκ(P01)は上記の 2次近似の公式をそのまま適用し,

ξκ(P01) = ξκ − Γ κ
µαξ

α ∂x
µ

∂u
du

+
1

2

(

Γ κ
µβΓ

β
λα −

∂Γ κ
µα

∂xλ

)

ξα
∂xλ

∂u

∂xµ

∂u
du2,

となる。この結果に対して, さらに, 平行移動の 2次近似の公式を適用すると ξκ(P11)を得ることができる。近似の次数とともに無視できない項が増加したので, 数式が長くなるが,

具体的に書くと,

ξκ(P11) = ξκ(P01)− Γ κ
µα(P01) ξ

α(P01)
∂xµ

∂u
du

+
1

2

(

Γ κ
µβ(P01)Γ

β
λα(P01)−

∂Γ κ
µα

∂xλ

)

ξα(P01)
∂xλ

∂u

∂xµ

∂u
du2

= ξκ −

(

Γ κ
µα

∂xµ

∂u
du+ Γ κ

µα

∂xµ

∂v
dv

)

ξα

+

(

Γ κ
µβΓ

β
λα −

∂Γ κ
µα

∂xλ

)

ξα
∂xλ

∂u

∂xµ

∂v
dudv

+
1

2

(

Γ κ
µβΓ

β
λα −

∂Γ κ
µα

∂xλ

)

ξα
(

∂xλ

∂u

∂xµ

∂u
du2 +

∂xλ

∂v

∂xµ

∂v
dv2

)

,

のように計算される。ここで, クリストッフェル記号は,

Γ κ
µα(P01) = Γ κ

µα +
∂Γ κ

µα

∂xβ
ξα

∂xβ

∂u
du,
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なる 1次近似を適用した。クリストッフェル記号についても 2次近似まで必要な気がする
が, 実際に計算すればわかるように, 2次の項は ξκの変化に対して 3次以上の項にしか寄
与しないので 1次近似で十分である。同様に計算を進めると, ξκ(P10)は,

ξκ(P10) = ξκ − Γ κ
µαξ

α ∂x
µ

∂v
dv

+

(

Γ κ
µβΓ

β
λα −

∂Γ κ
µα

∂xλ
+

∂Γ κ
µα

∂xλ

)

ξα
∂xλ

∂v

∂xµ

∂u
dudv

+
1

2

(

Γ κ
µβΓ

β
λα −

∂Γ κ
µα

∂xλ

)

ξα
∂xλ

∂v

∂xµ

∂v
dv2,

となる。さらにベクトルを平行移動し, 点P00まで戻ってきたときの結果を初期状態 ξκと
区別するため, ξ̃κ(P00)と書くことにすると,

ξ̃κ = ξκ +

(

Γ κ
νβΓ

β
µα − Γ κ

µβΓ
β
να +

∂Γ κ
µα

∂xν
−

∂Γ κ
να

∂xµ

)

ξα
∂xµ

∂u

∂xν

∂v
dudv

= ξκ +Rκ
ανµ ξ

α ∂x
µ

∂u

∂xν

∂v
dudv,

となる。これで先ほどの疑問は解消した。確かに, 微小な周回経路に沿った平行移動でベ
クトルは変化し, その変化量は曲率テンソルと関係があることがわかった。
先ほど後回しにした 2次近似の証明であるが, 結局はテイラー級数展開である。平行移
動の 1次近似式より, ベクトル ξκの 1階微分は,

∂xκ

∂u
= −Γ κ

µαξ
κ ∂x

µ

∂u
,

と書くことができる。これをさらに, uで偏微分すると,

∂2xκ

∂u2
=

(

Γ κ
µβΓ

β
λα −

∂Γ κ
µα

∂xλ

)

ξα
∂xλ

∂u

∂xµ

∂u
,

となる。これらの偏微分導関数を用いて, ξκを duについて展開してやると上で述べた 2

次近似式が得られる。¶

5.3 曲率テンソルの性質
曲率テンソルRκ

λνµは 4階のテンソルであり, その要素数も多い。扱う次元が n次元で
あれば, 曲率テンソルの成分数は n4である。 例えば, 一般相対性理論の場合, n = 4であ
るので成分数は 256個となる。とはいえ, 曲率テンソルの成分には対称性があるため, 独
立な成分はそれよりもかなり少ない。具体的には, 曲率テンソルRκ

λνµには,

Rκ
λµν = −Rκ

λνµ, (5.6)
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Rκ
λµν +Rκ

νλµ +Rκ
µνλ = 0, (5.7)

の関係が成立する。これらの関係は曲率テンソルの定義式 (5.1)から容易に導かれる。特
に, (5.7)はビアンキの第 1恒等式と呼ばれる。曲率テンソルにはさらに対称性があるが,

Rκ
λνµのような混合テンソルの形態では対称性が見えにくい。そのかわり, 次の段落で定

義するような共変テンソルの形態にすると, さらに対称性が見えてくる。
曲率テンソル Rα

λνµに計量テンソル gακ を乗じて αについて縮約をとった量 Rκλνµ ≡

gακR
α
λνµは共変曲率テンソルと呼ばれる。共変曲率テンソルにも曲率テンソルと同様に,

添え字の間に対称性, 反対称性がある。それらの性質を列挙すれば,

Rκλνµ = −Rλκνµ, (5.8)

Rκλνµ = −Rκλµν , (5.9)

Rκλνµ = Rνµκλ, (5.10)

Rκλνµ +Rκµλν +Rκνµλ = 0, (5.11)

が成立する。結局, これらの対称性があるので曲率テンソルの独立成分は n4よりもずっ
と小さな数になる。独立成分の数については, 本節の最後で考えることとして, その前に,

共変曲率テンソルの対称性を証明しておこう。
まず, (5.8)は計量テンソル gλκに対して共変微分の交換関係を計算すれば検証できる。リッチの公式を用いれば, gλκに対する共変微分の交換関係は,

∇ν∇µ gλκ −∇µ∇ν gλκ = −Rα
λνµgακ −Rα

κνµgλα,

となる。前章で示したように計量テンソルの共変微分がゼロであるのでこの式は恒等的に
ゼロとなる。よって, Rα

λνµgακ = −Rα
κνµgλα となり, その結果, (5.8)が得られる。 また,

Rκ
λνµが νとµについて反対称であることから, (5.9)も明らかである。さらに, (5.7)に gκαを乗じて κについて縮約をとれば, (5.11)が成立することもわかる。
残りの性質 (5.10)は, 共変曲率テンソルRκ

λνµを具体的に計算すれば導出できる。定義にしたがって計算すると, 共変曲率テンソルは,

Rκλνµ =

(

∂Γ α
µλ

∂xν
−

∂Γ α
νλ

∂xµ
+ Γ α

νβΓ
β
µλ − Γ α

µβΓ
β
νλ

)

gακ

=
∂Γ α

µλgακ
∂xν

−
∂Γ α

νλgακ
∂xν

+ Γ α
µλ

∂gακ
∂xν

− Γ α
νλ

∂gακ
∂xν

+ Γ α
νβΓ

β
µλgακ − Γ α

µβΓ
β
µλgακ

=
∂Γ α

µλgακ
∂xν

−
∂Γ α

νλgακ
∂xν

− Γ α
µλ

(

Γ β
ναgβκ + Γ β

νκgαβ
)
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+ Γ α
νλ

(

Γ β
µαgβκ + Γ β

νκgαβ
)

+ Γ α
µλ

∂gακ
∂xν

− Γ α
νλ

∂gακ
∂xν

=
∂Γ α

µλgακ
∂xν

−
∂Γ α

νλgακ
∂xν

− Γ α
µλΓ

β
νκgαβ + Γ α

νλΓ
β
νκgαβ,

のように展開される。この式の右辺の第 1項と第 2項に,

Γ α
µλgακ =

1

2

(

∂gλκ
∂xµ

+
∂gµκ
∂xλ

∂gλµ
∂xκ

)

,

なる公式を適用すると,

Rκλνµ =
1

2

(

∂2gµκ
∂xν∂xλ

+
∂2gνλ

∂xµ∂xκ
−

∂2gµλ
∂xν∂xκ

−
∂2gνκ

∂xµ∂xλ

)

− Γ α
µλΓ

β
νκgαβ + Γ α

νλΓ
β
µκgαβ, (5.12)

となるので (5.10)が導かれる。¶

それでは, 共変曲率テンソルRκλνµの独立成分の数について考察してみよう。ここで, 取
り扱う空間の次元は n次元であるとする。まず, (5.8)のように κと λについて反対称であ
るため, Rκλνµが独立となる (κ, λ)の組み合わせは n(n− 1)/2通りである。また, κ = λと
なる成分 (R11νµ, R22νµ, R33νµ, . . .)はゼロである。もう一方, (5.9)のように νと µについ
ても反対称であるので, Rκλνµが独立となる (ν, µ)の組み合わせも n(n− 1)/2通りである。
やはり, ν = µとなる成分 (Rκλ11, Rκλ22, Rκλ33, . . .)もゼロである。
共変曲率テンソルRκλνµは, (5.10)のように, (κ, λ)と (ν, µ)に対して対称である。上で

考察したように, (κ, λ)も, (ν, µ)もそれぞれ, n(n − 1)/2通りの組み合わせをとるので,

Rκλνµが独立となる (κ, λ, ν, µ)の組み合わせの数は,

1

2
·
n(n− 1)

2

[

n(n− 1)

2
+ 1

]

=
1

8
n(n− 1)(n2 − n+ 2),

となる。算出された組み合わせは, 次数 nが十分に大きいとき, n4と比べると 8分の 1に
なっているので, 対称性によって共変曲率テンソルの独立成分の数がかなり少なくなって
いることがわかる。しかし, まだそれだけではない。添え字の巡回に関する性質 (5.11)に
よる従属成分を除外しなければならない。
添え字の巡回に関する性質 (5.11)は, 添え字 (κ, λ, ν, µ) のどれか 2つ以上が同じ数値
である場合, 既に述べた対称性に含まれる。具体的には, κ = λの場合と, κ = νの場合,

(5.11)は (5.10)を考慮すると, (5.8)と同一である。一方, κ = ν, κ = µ, λ = ν, λ = µのど
れかの場合, (5.11)は (5.10)を考慮すると, (5.9)と同一である。さらに, 添え字 (κ, λ, ν, µ)

のどれか 3つ以上が同じ数値である場合, それに対応する成分Rκλνµはゼロとなる。つまり, まだ考慮されていない対称性は, 添え字 (κ, λ, ν, µ)がすべて異なる数値である場合で
ある。
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添え字 (κ, λ, ν, µ)がすべて異なる場合について, (κ, λ, ν, µ) = (1, 2, 3, 4)の場合を例にし
て考えてみよう。これらの添え字を任意に並べ替えると,

(1, 2, 3, 4) (1, 2, 4, 3) (1, 3, 2, 4) (1, 3, 4, 2) (1, 4, 2, 3) (1, 4, 3, 2)

(2, 1, 3, 4) (2, 1, 4, 3) (2, 3, 1, 4) (2, 3, 4, 1) (2, 4, 1, 3) (2, 4, 3, 1)

(3, 1, 2, 4) (2, 1, 4, 2) (3, 2, 1, 4) (3, 2, 4, 1) (2, 4, 1, 2) (3, 4, 2, 1)

(4, 1, 2, 3) (4, 1, 3, 2) (4, 2, 1, 3) (4, 2, 3, 1) (4, 2, 1, 2) (4, 2, 2, 1)

のように 24通りの組み合わせが可能である。しかし, これらのうちのほとんどは独立で
はなく, 基本的な組み合わせから κと λの交換, νと µの交換, または, (κ, λ)と (ν, µ)の交
換によって実現できてしまう。その基本的な組み合わせとは,

(1, 2, 3, 4) (1, 3, 4, 2) (1, 4, 2, 3)

の 3通りだけである。つまり, R1234の添え字を並べ替えて得られる 24通りの組み合わせ
のうち, 基本的な組み合わせは 3通りしかない。したがって, 上記の 24通りのうちの独立
成分は 3個と言いたいところであるが, ここで条件 (5.11)を考慮に入れる。ここでの基本
的な組み合わせは,

R1234 +R1342 +R1423 = 0,

という形で (5.11)が適用される組み合わせである。つまり, 独立成分の数は 2個である。
添え字 (κ, λ, ν, µ)がすべて異なる他の場合もまったく同じように, 条件 (5.11)を考慮に入
れると, 独立成分が 1つずつ減少する。添え字 (κ, λ, ν, µ)がすべて異なる組み合わせは, n

個の整数から任意の 4つの整数を選択する組み合わせなので, n(n − 1)(n − 2)(n − 3)/4!

通り存在する。よって, 共変曲率テンソルの独立成分の数は,

1

8
n(n− 1)(n2 − n+ 2)−

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

4!
=

1

12
n2(n2 − 1),

となる。次元 nが大きい場合には, 独立成分の数は n4の 12分の 1になっている。相対性
理論における時空は n = 4であるので, その場合, 256個の成分のうち独立成分はわずか
20個である。相対性理論で議論される 4次元時空における曲率テンソルRκλνµのうち, 独
立成分は図 5.4に示す網掛けの部分だけである。曲率テンソルは四つの添え字 (κ, λ, ν, µ)

をもつので, 紙面でテンソル成分を描くため, 工夫をしている。図は, 4× 4の行列を 4× 4

の配列に並べている。大きな行列の行と列は, それぞれ, κと λに対応し, 内部の小行列の
行と列は, ぞれぞれ, νと µに対応する。曲率テンソルの成分の対称性を示すため, 独立成
分にはA1からA21のように番号を付けておいた。実際の独立成分は, A1からA20までの
20個であり, 図に示すように, A21 = −(A6 +A10)である。また, 確実にゼロである成分は
淡色表示してある。確実にゼロなる成分は 256成分中の 112成分を占めるのだ。この図か
ら改めてわかるように, 曲率テンソルは形式的な成分のうち 10%未満しか有効な情報が
含まれていない密度が薄いテンソルである。

92



0

0

0

0

A
1

A
3

A
5

A
6

0

0

0

0

A
2

A
7

A
8

A
9

A
10

A
11

0

0

0

0

A
12

A
21

A
13

A
14

0

0

0

0

A
4

A
15

A
16

A
18

0

0

0

0

A
17

A
19

0

0

0-A20

0

0

0

0

0

0 0 0

0 0

0

0

0 0

0 0 0

0

0

0

0

0 0 0

0 0

0

0

0 0

0 0 0

0

0

0

0

0 0 0

0 0

0

0

0 0

0 0 0

0

0

0

0

0 0 0

0 0

0

0

0 0

0 0 0

A21 = -(A6 + A10)

-A
19

-A19

A
19

A
20

-A
18

A
18

-A
18

A
14

-A14

-A
14

-A
13

A
13

-A
13

-A
21

A
10

-A10

-A2

-A
7

-A
8

-A
9

-A
10

-A
11

A
2

-A
2

-A1

-A
3

-A
5

-A
4

A
4

-A
4

A
9

-A9 -A15

A
21

-A
21

-A
16

A
16

-A16

-A
17

-A
6

-A
12

A
8

-A
8

A
3

-A3

A
5

-A
5

A
6

-A
6

0

0

0

0

-A
1

-A
3

-A
5

-A6

-A
2

A2

A
1

A
3

A
5

A4

-A
4

A
6

0

0

0

0

-A
2

-A
7

-A
8

-A
9

-A
10

-A
11

A
2

A
7

A8

A
9

A10 A11

0

0

0

0

-A
12

-A
21

-A
13

-A
14

A
14

A
13

A
21

A
12

-A
8

A
8

-A
3

A
3

0

0

0

0

-A
17

-A
19

A
19

-A
13

A
13

-A
10

A
10

-A
16

A
16

A
17

-A
5

A
5

0

0

0A
20

A
11

0

A
19

-A
19

-A
20

-A
18

A
18

-A
14

A
14

-A
6

A
6

0

0

0

0

-A
4

-A
15

-A
16

-A
18

A18

A
4

-A
9

A
9

A
15

-A
21

A21 A16

-A
11

-A
11

A
11

κ

ν

ν

ν

ν

µ µ µ µ

λ

図 5.4: 曲率テンソルRκλνµの独立成分
5.4 リッチテンソル
前節で考察したように, 曲率テンソルは成分数と比較すると情報が少ないテンソルであ
る。言い換えると, 無駄が多いテンソルである。そこで, 曲率テンソルRκ

λνµ の添え字に関して κ = νとして縮約し, 無駄が少ないテンソルを定義しよう。新たなテンソルを,

Rλµ = Rκ
λκµ, (5.13)

によって定義するのだ。この量はテンソルの添え字に関して縮約した量であるので, 確か
にテンソル性をもつ。この量Rλµはリッチテンソルと呼ばれる。さらに, Rλµに gλµを乗
じて, λと µに関して縮約すると,

R = gλµRλµ, (5.14)

なるスカラが得られる。このスカラはスカラ曲率と呼ばれる。スカラ曲率はR = Rµ
µとも書けるので, リッチテンソルのトレースである。

曲率テンソルには多くの対称性があったのだが, リッチテンソルには対称性があるだろ
うか。リッチテンソルには,

Rλν = Rµλ, (5.15)

なる対称性がある。これにより, n次元空間におけるリッチテンソルの独立成分の数は,

n(n+ 1)/2個である。相対性理論における時空 (n = 4)ならば, 独立成分の数は 10個であ
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る。前節までの曲率テンソルに比べ, リッチテンソルは情報量を密に格納したテンソルで
あるといえる。
リッチテンソルに関する対称性 (5.15)は簡単に証明できる。証明のために注目するの
は, 対称性Rκλνµ = Rνµκλである。この対称性に, gκνを乗じて κと νについて縮約をとっ
てみる。左辺に対応する縮約は,

gκνRκλνµ = gνκRκλνµ = Rν
λνµ = Rλµ,

である。一方, 右辺に対応する縮約は,

gκνRνµκλ = Rκ
µκλ = Rµλ,

である。これらの計算が成立することは, 共変曲率テンソルの定義式Rκλνµ = gακR
α
λνµ から明らかである。これらの数式は等しいはずだから,

Rλµ = Rµλ,

が成立する。つまり, リッチテンソルRλµは対称テンソルである。¶

5.5 曲率計算の例
曲率テンソルやスカラ曲率のイメージをつかむため, 典型的な曲面においてテンソルを

計算してみよう。典型的な曲面として, 球面とトーラスを扱い, 曲率が正だけでなく負の
値をとることが確認できるだろう。

5.5.1 球面座標
曲率テンソルのイメージをつかむため, 球面座標系において曲率テンソルやリッチテン

ソルを計算してみよう。取り扱うのは,半径 aの球面に設定されてた座標系 [x1, x2] ≡ [θ, ϕ]

である。ここで, θは北極点を θ = 0とする緯度 (天頂角), ϕは経度である。既に何度も取
り扱ったように, 計量テンソルは,

[gµν ] =







a2 0

0 a2 sin2 θ





 , (5.16)

となる。取り扱う空間が 2次元であるので, 計量テンソルは 2 × 2の行列となる。球面座
標は, 曲がった空間であるので, 場所によって基本ベクトルが変化する。その基本ベクト
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ルの変化率を反映するクリストッフェル記号は,

[Γ κ
νλ] =





















0 0

0 − sin θ cos θ

0 cot θ

cot θ 0





















, (5.17)

となる。この行列表示において, セパレータ (—)によって上下を二つの 2× 2行列に分離
した。上の行列は κ = 0に, 下の行列は κ = 1に対応する。各行列は, νが行番号, λが列
番号となるように成分表示した。
クリストッフェル記号に公式によって定められた演算を実行すると, リーマン曲率テン
ソルが得られる。球面の取り扱いにおいて, リーマン曲率テンソルは 16個の成分をもち,

[Rκ
λνµ] =























0 0 0 sin2 θ

0 0 − sin2 θ 0

0 −1 0 0

1 0 0 0























, (5.18)

のように記述される。ここで, 2× 2の行列の成分に 2× 2の行列を記述した。リーマン曲
率テンソルRκ

λνµについて, 外側の行列が第 κ行, 第 λ列を表し, 内側の行列が第 ν行, 第
µ列を表す。リーマン曲率テンソルをRκλνµ = gκαR

α
λνµによって, 反変成分を共変成分に

書き換えると,

[Rκλνµ] =























0 0 0 a2 sin2 θ

0 0 −a2 sin2 θ 0

0 −a2 sin2 θ 0 0

a2 sin2 θ2 0 0 0























, (5.19)

が得られる。この時点で, 曲率テンソルに含まれる独立成分は a2 sin2 θの 1個しか存在し
ない。球面座標に関わらす, いかなる 2次元の座標系に関して, Rκλνµは 1個しか独立成分
をもたないのだ。その事実は, 先ほど, n次元であれば独立成分数が n2(n2 − 1)/12である
という公式を導出したことから明らかだ。曲率テンソルの成分が 16個であることを考え
ると, 非常に無駄である。
リーマンの曲率テンソルが無駄にサイズが大きいため, Rλµ = Rκ

λκµによって成分を縮約し, リッチテンソルRλµに変換すると,

[Rλµ] =







1 0

0 sin2 θ






, [Rλ

µ] =







1/a2 0

0 1/a2






, (5.20)
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が得られる。なお, ここに書いた第 2のテンソルは, Rλ
µ = gνλRνµ である。リッチテンソルのトレースR ≡ Rλ

λ = gλµRλµは,

R =
2

a2
, (5.21)

のように, ガウス曲率の 2倍となる。簡単な例であるが, 曲率テンソルが空間の曲率と関
係があることがこの例からわかる。しかし, 誤解しないように補足しておく。この結果で
スカラ曲率Rがガウス曲率の 2倍になったのは, 取り扱っている次元が 2次元 (曲面)だか
らである。いかなる場合でも, スカラ曲率Rがガウスの 2倍になるわけではない。取り扱
う次元によってその倍率が異なるのだ。その規則性は第 5.7節で説明する。

5.5.2 トーラス表面
前に取り扱ったが, トーラス表面における座標系について考えてみよう。トーラスの条
件設定として, 半径 bの円筒を円環に沿って曲げた形状を考える。そのとき, 円筒の中心
軸が半径 aの円を描くように曲げるのだ。トーラスの表面を [ϕ, θ]なる座標によって表す
とする。そのトーラス表面は, 3次元のカルテシアン座標系 [x, y, z]では,

x = (a+ b cos θ) cosϕ, y = (a+ b cos θ) sinϕ, z = b cos θ sin θ,

で与えられる。ここで, トーラス表面の座標を [x1, x2] ≡ [ϕ, θ]のように対応づけると, 計
量テンソルは,

[gµν ] =







(a+ b cos θ)2 0

0 b2





 , (5.22)

のように与えられる。設定した座標系は, ϕについて対称であるので計量テンソルは ϕに
依存しない。一方, 計量テンソルは θに依存する。特に, θ = 0はトーラスが最も外側であ
り, θ = πはトーラスが内側にある場合に対応する。それにしたがい, 計量テンソルは大
きさが変化する。
トーラス表面でも, 基本ベクトルは位置に依存して変化するため, クリストッフェル記
号は一般的にゼロにならない。クリストッフェル記号の計算公式にしたがって計算すると,

[Γ κ
νλ] =





























0 −
b sin θ

a+ b cos θ

−
b sin θ

a+ b cos θ
0

a+ b cos θ

r
sin θ 0

0 0





























, (5.23)
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が得られる。トーラスにおいて, θ = 0, πにおいてクリストッフェル記号が局所的にゼロ
になる。これは, φと θの座標軸が, 互い値直交し, 測地線と一致することを意味する。そ
の性質については次章で説明する。
トーラス表面は曲がった空間であるので, 曲率テンソルは一般にゼロになることはない。
定義にしたがって計算すると,

[Rκ
λνµ] =

































0 0 0
(a+ b cos θ) cos θ

b

0 0 −
(a+ b cos θ) cos θ

b
0

0 −
b cos θ

a+ b cos θ
0 0

b cos θ

a+ b cos θ
0 0 0

































, (5.24)

が得られる。曲率テンソルの反変成分を共変成分に変換すると, f(θ) ≡ b (a+ b cos θ) cos θ

なる記号を用いて,

[Rκλνµ] =

























0 0 0 f(θ)

0 0 −f(θ) 0

0 −f(θ) 0 0

f(θ) 0 0 0

























, (5.25)

が得られる。このように, 曲率テンソルを 4階の共変テンソルとして記述すると, 独立成
分は b (a+ b cos θ) cos θだけになる。その事実は, 2次元空間では曲率テンソルの独立成分
が理論的に 1個しか存在しないので当然の性質である。
曲率テンソルRκλνµは 16個の成分のうち, 独立成分が 1個しかないという無駄なテンソ
ルである。その成分を縮約し, リッチテンソルを計算すると,

[Rλµ] =











b cos θ

a+ b cos θ
0

0
(a+ b cos θ) cos θ

b











, (5.26)

が得られる。さらに, リッチテンソルを反変成分と共変成分をもつ混合テンソルとして表
現すると,

[Rλ
µ] =











cos θ

b (a+ b cos θ)
0

0
cos θ

b (a+ b cos θ)











, (5.27)
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なる形で記述できる。この混合テンソルのトレースをとるとスカラ曲率:

R =
2 cos θ

b (a+ b cos θ)
, (5.28)

が得られる。得られたスカラ曲率は興味深い。スカラ曲率は, θ = ±π/2でR = 0となる。
その θは 3次元のカルテシアン座標において, |z|が最大となる条件であり, 対象となる位
置がトーラスの中心軸の真上 (または真下)に位置する。対象となる位置がトーラスの中
心軸より外側ではR > 0, 中心軸より内側ではR < 0となる。このような 3次元空間で設
定された曲面において, 負のスカラ曲率R < 0は鞍部点のような形状に対応する。
典型的な場所 θ = 0, πにおけるスカラ曲率Rに注目しよう。前者 (θ = 0)はトーラスの
外周である。座標ϕを一定に保って θを変化させると,半径 bの円を描く。一方, θを一定に
保ってϕを変化させると,トーラスの外周をたどり半径a+bの円を描く。これらの曲率半径
の逆数の積がガウス曲率である。つまり, トーラス外周のガウス曲率は 1/b (a+ b)である。
これに対して,スカラ曲率Rは θ = 0においてガウス曲率の 2倍,すなわち, R = 2/a (a+b)

である。さらに, θ = πではスカラ曲率はR = −2/a (a− b)となり, やはり, ガウス曲率の
2倍である。前項で注釈したように, 2次元の曲面を取り扱っている理由によって, スカラ
曲率がガウス曲率の 2倍に等しいのだ。

5.6 ビアンキの恒等式
曲率テンソルRκ

λµνの共変成分の添え字の巡回に関するビアンキの第 1恒等式について
は既に紹介した。曲率テンソルの共変微分にも, 添え字の巡回に関する同様の恒等式が成
立する。その恒等式は,

∇ωRκλνµ +∇νRκλµω +∇µRκλων = 0, (5.29)

なる形態の関係式であり, ビアンキの第 2恒等式と呼ばれる。この恒等式は, 一般相対性
理論において重要な公式である。

5.6.1 恒等式の導出
本項では, ビアンキの第 2項等式を導出する。ある共変ベクトル vλの共変微分∇µvλは

2階の共変テンソルである。よって, その量をさらに共変微分した量にも, リッチの公式を
適用することができ,

∇ω∇ν∇µvλ −∇ν∇ω∇µvλ = −Rα
µων∇αvλ −Rα

λων∇µvα (5.30a)
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∇ν∇µ∇ωvλ −∇µ∇ν∇ωvλ = −Rα
ωνµ∇αvλ −Rα

λνµ∇ωvα (5.30b)

∇µ∇ω∇νvλ −∇ω∇µ∇νvλ = −Rα
µων∇αvλ −Rα

λµω∇νvα, (5.30c)

のような関係が成立する。もう一方, リッチの公式:

−∇ν∇µvλ +∇µ∇νvλ = Rα
λνµvα,

を xωで偏微分した量を計算してみる。添え字を適当に入れ替えたものを含め,

−∇ω∇ν∇µvλ +∇ω∇µ∇νvλ = (∇ωR
α
λνµ)vα +Rα

λνµ∇ωvα (5.31a)

−∇ν∇µ∇ωvλ +∇ν∇ω∇µvλ = (∇νR
α
λµω)vα +Rα

λµω∇νvα (5.31b)

−∇µ∇ω∇νvλ +∇µ∇ν∇ωvλ = (∇µR
α
λων)vα +Rα

λων∇µvα, (5.31c)

を書いておく。ここで, 書き下した 6つの等式をすべて加算すると,

−(Rα
µων +Rα

ωνµ +Rα
νµω)∇αvλ + (∇ωR

α
λνµ +∇νR

α
λµω +∇µR

α
λων)vα = 0, (5.32)

が得られる。この式の左辺の第 1項はビアンキの第 1恒等式によって恒等的にゼロとなる。
第 2項が任意の共変ベクトル vαに対してゼロとなるためには,

∇ωR
α
λνµ +∇νR

α
λµω +∇µR

α
λων = 0,

を満たさなければならない。ここに得られた条件が, 上で紹介したビアンキの第 2恒等式
である。¶

5.6.2 アインシュタインテンソル
前項で導出したビアンキの第 2恒等式は, 重力場におけるアインシュタインの方程式に
つながる重要な公式である。本項では, ビアンキの第 2恒等式を変形して, アインシュタ
インの方程式を導出してみる。まず, 前節で導出したビアンキの第 2恒等式は,

∇ωR
α
λνµ +∇νR

α
λµω +∇µR

α
λων = 0,

なる形で書かれる。この恒等式に関して α = µとおいて縮約をとれば,

∇αR
α
λνµ −∇νRλµ +∇µRλν = 0,

となる。さらに, 両辺に gλµを乗じて縮約をとる。その際に, Rλµg
λµ = R, および,

Rα
λνµg

λµ = Rκλνµg
καgλµ = Rµνλκg

καgλµ = Rλ
νλκg

κα = Rνκg
κα = Rν

α,
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であることに注意すると, その結果は,

2∇αRν
α −∇νR = 0,

となる。この結果は,

∇α

(

Rν
α −

1

2
Rδν

α

)

= 0, (5.33)

と書くこともできる。つまり,

Gν
α = Rν

α −
1

2
Rδν

α, (5.34)

なるテンソルGν
αを定義すれば,

∇αGν
α = 0, (5.35)

となる。 このように定義されたテンソルGν
αはアインシュタインテンソルと呼ばれる。

アインシュタインテンソルの共変微分がゼロになる, というのは一般相対性理論におい
て重要な性質, というよりも基本方程式である。本書の本質ではないので詳しい説明を省
くが, ビアンキの第 2恒等式が重要である理由は, 曲率テンソルが計量テンソルの 2階微
分で構成されていることに起因する。物理学的な考察によって, 計量テンソルが重力場の
ポテンシャルと関連があることがわかっている。重力場のポテンシャルは, 2階微分する
と重力源, すなわち, 質量分布に関係した物理量になる。ビアンキの第 2項等式は, その質
量分布の流れの方程式, すなわち, 質量保存則を記述しているわけだ。
上記の考えに基づいて, アインシュタインテンソルGν

αは重力の源となる質量分布に対
応する。相対性理論によると, 質量分布はエネルギーや運動量の分布として, エネルギー
運動量テンソル Tν

αで表現される。一般相対性理論による重力場の方程式は,

Gν
α =

8πG

c4
Tν

α,

のように, アインシュタインテンソルがエネルギー運動量テンソルの定数倍であるとう等
式で記述されている。なお, この方程式に gαµを乗じて縮約した方程式:

Gνµ =
8πG

c4
Tνµ,

を重力場の方程式として扱うことが多い。その場合, アインシュタインテンソルは,

Gνµ = Rνµ −
1

2
Rgνµ, (5.36)

となる。ここで, 8πG/c4は方程式が成立するための比例定数である。具体的には, Gが万
有引力定数, cが光速である。重力場の方程式は, 空間中のエネルギー・運動量が与えられ
たとき, この方程式を解けば時空の計量が導き出されるという方程式である。つまり, ア
インシュタイン方程式はビアンキの第 2恒等式の応用である。
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5.7 リーマン曲率
前節でガウス曲率を扱ったので, その比較としてリーマン曲率を紹介しよう。リーマン
曲率とは, 空間の任意の点 xκを通る測地線の曲率である。正確にいうと, 次のように定義
される。空間の任意の点 xκに存在する二つの反変ベクトル uκと vκが与えられたとき, そ
れらのベクトルが張る平面に接して, 点 xκを通るすべての測地線のガウス曲率 (点 xκに
おける値)がガウス曲率である。そのように定義されるリーマン曲率は,

k = −
Rκλνµu

νvµuλvκ

(gνλgµκ − gµνgνκ) uνvµuλvκ
, (5.37)

のように定義される。この値が上に書いたようなスカラ曲率の性質をもつことは, 第 7章
で説明する部分空間の知識がなければ証明できないので, 証明は後に譲ることにしよう。
本章ではこの定義式を素直に受け入れて議論を進める。
リーマン曲率 kが任意の点において, ベクトル uκと vκの選び方に依存しないと仮定す

れは, リーマン曲率の定義式から,

Rκλνµ = −k (gνλgµκ − gµλgνκ)

が得られる。ここで, 両辺に gνκgµλを乗じて縮約をとれば, R = −k (n− n2)が得られる。
この等式を得るにあたって, 左辺が,

gκνgλµRκλνµ = gλµRλµ = R,

であり, 一方, 右辺が,

gκνgλµ (gνλgµκ − gµλgνκ) = δκλδ
λ
κ − δµµδ

ν
ν = δκκ − δµµδ

ν
ν = n− n2,

であることを利用した。なお, nは空間の次元数である。したがって, リーマン曲率は,

k =
R

n (n− 1)
, (5.38)

なる関係を満たす。前節で, 球面座標を取り扱った際, スカラ曲率Rがガウス曲率の 2倍
であることを示した。その性質が成立していたのは, n = 2だったからだ。取り扱う次元
が 4次元だったら, スカラ曲率Rはガウス曲率の 4× 3 = 12倍となっていたわけだ。
ベクトル uµと vµの選び方によらず, リーマン曲率が k = 0となる条件は, Rκλνµ = 0で
ある。そのような空間は平坦な空間と呼ばれる。
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5.7.1 シューアの定理
リーマン曲率からの派生として, シューアの定理を紹介しよう。シューアの定理とは, 次
のような性質を主張する。空間の各点でリーマン曲率が, それを定義する二つの方向 uµと
vµに無関係であるならば, そのリーマン曲率は空間のいたるところで定数である。
空間中の任意の点で二つのベクトル uµと vµをとったとき, それらが張る平面に接する
測地線の曲率 kが, uµと vµの選びに無関係であるならば, 曲率テンソルは,

Rκλνµ = −k (gνλgµκ − gµλgνκ), (5.39)

なる形でなければならない。それは本節の冒頭で述べたとおりである。リーマン曲率 kは,

定数である必要はなく, 座標の関数であってもよい。曲率テンソル (5.39)をビアンキの恒
等式:

∇ωRκλνµ +∇νRκλµω +∇µRκλων = 0,

に代入すると,

(∇ωk)(gνλgµκ − gµλgνκ) + (∇νk)(gµλgωκ − gωλgµκ)

+ (∇µk)(gωλgνκ − gνλgωκ) = 0,

が得られる。この数式を計算するにあたり, リーマン曲率 kが座標の関数であること, 計
量テンソルの共変微分がゼロであることに注意した。この数式に gµλを乗じて縮約すれば,

(n− 2)
[

(∇ωk) gνκ − (∇νk) gωκ
]

= 0,

が得られる。この数式に再び, gωκを乗じて縮約すれば,

(n− 1)(n− 2)∇νk = 0, (5.40)

が得られる。この計算結果は, n ≥ 3の場合に,

∇νk =
∂k

∂xν
= 0,

が成立することを示唆する。つまり, 3次元以上の空間では, リーマン曲率 kがそれを指
定するベクトル uµと vµに無関係であるならば, kは空間のいたるところで一定である。
これがシューアの定理である。このように, 空間全体にわたって曲率が一定である空間は,

定曲率空間と呼ばれる。
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5.7.2 アインシュタイン空間
リーマン空間中の任意の点 xµにおいて, 互いに直交する n個のベクトル hµ

(α)を考えよう。空間が n次元であるので, 直交する n個のベクトルを選ぶことは可能だ。ここで, αは
ベクトルの番号, µは反変成分を表す添え字である。ベクトルの番号 αのように括弧を伴
う添え字には総和の規約を適用しないことにする。ベクトル h µ

(α)が単位ベクトルであるとすれば,

gµλh
µ

(α)h
λ

(β) = δαβ, (5.41)

が成立するはずだ。これらのベクトルのように, 空間の特定の点で設定された n個の互い
に直交するベクトルの集合は, 直交n重系と呼ばれる。これらの単位ベクトルも, 当然,

h(α)µ = gλµh
λ

(α), (5.42)

のように反変ベクトルから共変ベクトルに変換できる。このとき, 共変ベクトル h(α)λと反変ベクトル h λ
(α)は,

h(α)λh
λ

(β) = δαβ, (5.43)

なる関係を満たす。この関係は既に述べたベクトルの直交関係を表しているだけだ。この
関係式は,

n−1
∑

α=0

h(α)λh
µ

(α) = δλ
µ, (5.44)

のように書くこともできる。わかりにくいかもしれないので解説しよう。これらの数式に
おいて, n個の互いに直交する単位ベクトルを,

[h(α)λ] =















h(1) 1 h(1) 2 · · · h(1)n

h(2) 1 h(2) 2 · · · h(2)n

...
...

...

h(n) 1 h(n) 2 · · · h(n)n















,

[h λ
(α)] =















h 1
(1) h 1

(2) · · · h 1
(n)

h 2
(1) h 2

(2) · · · h 2
(n)

...
...

...

h n
(1) h n

(2) · · · h n
(n)















,

のように行列として配置すれば, 関係式 (5.43)は, 行列 [h(α)λ]と [h λ
(α)]が逆行列の関係であることを示唆している。任意の行列とその逆行列の積は可換であるので, (5.44)も成立

するはずだ。さらに, (5.44)に gλνを乗じて縮約すれば,

n
∑

α=1

h µ
(α)h

ν
(α) = gµν , (5.45)
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なる関係が得られる。互いに直交するようにとはいえ, 空間中に勝手に設定した単位ベク
トルの成分どうしの積和によって計量テンソル gµνが特定できるとは驚きに値する。
導入した直交n重系からベクトル二つを選べばリーマン曲率が定義できる。例えば, h κ

(α)と h κ
(β)を選べば, リーマン曲率は,

k(α)(β) = −
Rκλνµ h

ν
(α)h

µ
(β)h

λ
(α)h

κ
(β)

(gνλgµκ − gµλgνκ)h ν
(α)h

µ
(β)h

λ
(α)h

κ
(β)

,

のように定義される。この数式の右辺に関して, α 6= βであれば, 分母は 1に等しい。検
証のため, 分母を計算してみると,

Donom = (gνλgµκ − gµλgνκ)h
ν

(α)h
µ

(β)h
λ

(α)h
κ

(β)

= h(α)λh(β)κh
λ

(α)h
κ

(β) − δ(α)(β)δ(α)(β)

= δ(α)(α)δ(β)(β) − δ(α)(β)δ(α)(β) = 1,

が確かに得られる。ここで, 第 2行目へ数式変形において, 第 1項には (5.41)を, 第 2項に
は (5.42)を利用した。第 3行目への数式変形には (5.43)利用した。クロネッカーのデルタ
に付したカッコつきの添え字について総和の規約を適用しない。その結果として, リーマ
ン曲率の分母が 1であることが示せた。したがって, 互いに直交する二つの単位ベクトル
h κ
(α)と h κ

(β)によって定まるリーマン曲率は,

k(α)(β) = −Rκλνµ h
ν

(α)h
µ

(β)h
λ

(α)h
κ

(β), (5.46)

となるのだ。リーマン曲率 k(α)(β)に対して, βについて総和をとれば,

n
∑

β=1

k(α)(β) = −Rκλνµ h
ν

(α)h
λ

(α)

n−1
∑

β=0

h µ
(β)h

κ
(β) = −Rκλνµ h

ν
(α)h

λ
(α) g

µκ

= gµκRκλµν h
ν

(α)h
λ

(α) = Rλν h
ν

(α)h
λ

(α),

のように, リッチテンソルを用いた関係式が得られる。ここで, k(α)(α) = 0とした。第 1行
目の数式変形は (5.45)を利用した。第 2行目の数式変形は, 曲率テンソル (添え字 νと µ)

の反対称性を使った後に, リッチテンソルの定義式を利用した。得られた曲率は, ベクト
ル h µ

(α)と h µ
(β)で定まるリーマン曲率に対して, すべての βにわたる総和である。その意味

で, その総和は h µ
(α)に対する平均曲率である。さらに, その曲率をすべての αにわたって

総和を計算すると,

n
∑

α=1

n
∑

β=1

k(α)(β) = Rλν

n
∑

α=1

h λ
(α)h

ν
(α) = gλνRλν = R,

が得られる。つまり, 設定した直交 n重系のあらゆる単位ベクトルの組み合わせにわたっ
てリーマン曲率の総和をとれば, スカラ曲率Rが得られるのだ。この結果は, 単位ベクト
ルの取り方に依存しないのだ。
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平均曲率の議論を一般化して, ベクトル uµに対する平均曲率を考えよう。その曲率を
M とすると,

M =
Rλν u

λuν

gαβuαuβ
,

となる。ここで, ベクトル uµは, 単位ベクトルとは限らないので, 分母によってベクトル
の長さで正規化している。ベクトル uµを変化させたとき, 平均曲率M が特定の条件で極
値をもつか調べよう。極値をもつならば, ∂M/∂uµ = 0を満たすはずだ。その条件を方程
式として記述すると,

2Rλµ u
λ (gαβu

αuβ)− 2gβµu
β (Rλν u

λuν)

(gαβuαuβ)2
= 0,

が得られる。なお, 総和の規約は分子と分母で個別に適用されるとする。ペアになって総
和の規約が適用されている添え字は, 別の添え字に書き換えてもよいので, この方程式は,

2

gαβuαuβ

(

Rλµu
λ − gλµ

Rλν u
λuν

gαβuαuβ
uλ

)

= 0,

のように書き換えられる。この方程式は, さらに整理すると,

(Rλµ −Mgλµ) u
λ = 0, (5.47)

のように簡略化される。この条件を満たすとき, 平均曲率が極値をもつということだ。数
式 (5.47)は, ベクトルの成分 uλについて連立 1次方程式を構成している。連立方程式の
解なる uλが, M が極値となる方向を与える。その解は, リッチの主方向と呼ばれる。
連立方程式 (5.47)の係数がゼロとなる場合, リッチの主方向 uλが特定できない。その
ような条件を満たす (条件に陥る)空間は, アインシュタイン空間と呼ばれる。つまり, ア
インシュタイン空間は,

Rλµ = Mgλµ,

なる性質をもっているということだ。この数式に gλµを乗じて縮約をとれば, gλµRλµ = nM

が得られる。この数式をさらに簡略化すると,

M =
R

n
, (5.48)

となる。つまり, アインシュタイン空間での平均曲率は, スカラ曲率Rの 1/n倍である。
さらに, この数式は,

Rλµ =
1

n
Rgλµ, (5.49)

なる方程式に書き換えられる。この方程式がアインシュタイン空間の定義式である。
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アインシュタインの宇宙定数 重力場の方程式 (5.36)を真空 (Tνµ = 0)の条件を適用する
と, Rνµ = Rgνµ/2となり, アインシュタイン空間の条件 (5.49)に合致しない。アインシュ
タイン空間が定曲率空間の仮定に基づくのだから, 合致しなくても当然である。一般相対
性理論では, 時間を座標軸の一つに含んでいるため, 定曲率空間を仮定すると, 時空の曲
率が時間に依存せず, 一定でなければならない。一般相対性理論の空間は重力の時空なの
で, 空間に曲率があるということは, 重力が存在する。重力が存在すれば, 互いに引き合う
ため, 宇宙は時間経過とともに収縮し, 時空の曲率が時間に依存するのだ。諸説によると,

アインシュタインは曲率が時間に依存することを嫌い, 方程式 (5.36)を,

Rνµ −
1

2
Rgµν + Λgνµ =

8πG

c4
Tνµ,

のように書き換えた。追加された項 Λgνµが宇宙項と呼ばれる項であり, その係数 Λは宇
宙定数と呼ばれる。この宇宙項の追加は, 計量テンソル gνµの共変微分がゼロであることを利用した絶妙な処置である。つまり, 宇宙項を追加してもビアンキの第 2恒等式は成立
できるのだ。ここで, 宇宙項を追加した方程式に, 真空の条件 Tνµ = 0と, アインシュタイ
ン空間の条件 (5.49)を代入すると,

R =
2n

n− 2
Λ,

が得られ, 空間の平均曲率が宇宙定数に比例することが導かれる。このとき, 双方の方程
式 (5.36)と (5.49)が成立し, 定常的な宇宙の解が得られる。宇宙定数は, 重力場における
斥力として作用し, 本来, 宇宙に作用する万有引力と釣りあり, 定常的な宇宙を保っている
という解釈だ。しかし, ハッブルの観測によって宇宙の膨張が発見され, 宇宙を記述する
解は定常的ではなくなった。数学的に宇宙定数の存在は許容できるものの, 宇宙論的観測
に基づき, 宇宙定数はかなり小さい値だと認識されている1。

5.7.3 平坦な空間
本項では, リーマン幾何学における特殊な空間, 具体的にはRκ

λνµ = 0となる空間につ
いて説明する。曲率テンソルRκ

λνµは周回経路に沿ったベクトルの平行移動の結果, ベク
トルが受ける変化に関する量である。そのベクトルの変化は空間が曲がっていることが
起因しているため, Rκ

λνµは空間の湾曲を表現する量である。その曲率テンソルがゼロとなるとなる空間は平坦であると考えることができる。その平坦な空間とは, 実は, ユーク
リッド空間なのである。

1冨田憲二, “パリティ物理学コース 相対性理論,” 丸善, ISBN 4-621-03477-4, p. 34, 1990.
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ユークリッド空間中に互いに直交する座標軸 x1, x2, . . . , xnをとったとする。そのような座標系では, 微小距離の自乗 ds2は, 座標の微小変化の自乗和:

ds2 = (dx1)2 + (dx2)2 + · · · + (dxn)2,

で与えられる。一般の座標系では, 微小距離の自乗が ds2 = gµνdx
µxν のような 2次形式

で表現されることを考えると, ユークリッド空間における直交座標系では計量テンソルが
gµν = δµν となるわけである。ここで, 定数の変換行列 aκα (= aκ

α) を仮定し, x′κ = aκαx
α

によって座標変換をしたとする。このとき, 変換された座標系における計量テンソルは,

g′µν = āα
µāβνδαβ = āα

µāαµ,

となる。ただし, āαµは変換行列 aαµ の逆行列である。つまり, gµν = δµν であった座標系から, 1次変換によって, 計量テンソルを任意の定数行列にすることが可能である。逆に考
えれば, 計量テンソルが定数行列であれば, 適当な 1次変換によって gµν = δµνとすることができる。よって, ユークリッド空間とは, 適切な座標変換によって計量テンソルの要素
をすべて定数にできる空間である。これに関して, 一つの定理が導かれる。
定理 5.1 リーマン空間が局所的にユークリッド空間であるための必要条件は, 曲率テン
ソルがRκ

λνµ = 0となることである。
この定理の正当性を証明してみよう。まず, Rκ

λνµ = 0が必要条件であることは明らか
である。ユークリッド空間中に斜交座標を設定すれば, gµνが定数となるので, Γ κ

µλ = 0と
なる。したがって, 曲率テンソルの成分もすべてゼロ, すなわち, Rκ

λνµ = 0となるのであ
る。また, 任意の座標変換を施したとしても, Rκ

λνµのテンソル性により,

R′κ
λνµ =

∂x′κ

∂xη

∂xα

∂x′λ

∂xβ

∂x′ν

∂xγ

∂x′µ
Rη

αβγ = 0,

となるので, いかなる座標変換を用いても曲率テンソルの成分はゼロである。
続いて, 十分条件であることを証明しよう。このためには, Rκ

λνµ = 0なる条件が与えら
れたとき, xκを適当な座標変換によって x′κに変換したとき, g′µνを定数にできることを証明すればよい。計量テンソルの導関数には,

∂g′µλ
∂x′ν

= Γ ′α
νµg

′

αλ + Γ ′α
νλg

′

µα,

なる関係があるので, g′µλが定数となるためには, 任意のクリストッフェル記号の成分につ
いて Γ ′α

νµ = 0が成立すればよい。クリストッフェル記号に対する座標変換:

∂x′α

∂xκ
Γ κ

µλ =
∂x′β

∂xµ

∂x′γ

∂xλ
Γ ′α

βγ +
∂2x′α

∂xµ∂xλ
,
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に, Γ ′α
βγ = 0を代入することによって得られる関係式:

∂2x′α

∂xµ∂xλ
=

∂x′α

∂xκ
Γ κ

µλ, (5.50)

を満足するx′αが存在することを示せばよい。言い換えると,この偏微分方程式がRκ
λνµ = 0

の条件で完全積分可能であることを示せばよい。この微分方程式を xνについて偏微分す
ると,

∂3x′α

∂xν∂xµ∂xλ
=

∂2x′α

∂xν∂xκ
Γ κ

µλ +
∂x′α

∂xκ

∂Γ κ
µλ

∂xν

=
∂x′α

∂xκ

(

Γ κ
ναΓ

α
µλ +

∂Γ κ
µλ

∂xν

)

,

となる。この式の左辺が添え字 µと νに対して可換であるので, この方程式は,

∂x′α

∂xκ

(

Γ κ
ναΓ

α
µλ +

∂Γ κ
µλ

∂xν
− Γ κ

µαΓ
α
νλ −

∂Γ κ
νλ

∂xµ

)

=
∂x′α

∂xκ
Rκ

λνµ = 0,

と書き直すことができる。この方程式はRκ
λνµ = 0ならば例外なくゼロとなるので, 微分

演算子が可換である事実に矛盾しない。よって, Rκ
λνµ = 0ならば, 方程式 (5.50)は積分可

能であり, g′µν を定数にする座標変換が存在する。逆に, Rκ
λνµ 6= 0ならば, 微分演算子が

可換である事実に矛盾が生じるため, 方程式 (5.50)自体が成立しないので, g′µνを定数とする解は存在しない。
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