
第6章 リーマン標準座標
人類が長い間, 地球が丸いことに気づかなかったように, 曲がった空間にいる観測者は,

局所的な観測では, 空間の湾曲に気づかない。その事実は, 数学では次のように表現され
る。空間が曲がっていても, 注目する点の近傍でユークリッド空間に近似できる座標系が
選択可能である。どんなに空間が曲がっていても, 狭い範囲では, カルテシアン座標のよ
うな平坦な空間の座標系で位置を表してもよいということだ。近似的に適用できる平坦な
座標系のうち, 測地線を基準にして座標軸が選ばれた系は測地座標系と呼ばれる。本章で
は, 測地座標系を介して, 曲がった空間の曲がり具合について考察する。

6.1 測地線の級数展開
既に学んだように, 非ユークリッド空間中の 2点を結ぶ最短経路は測地線と呼ばれる。
この 2点が互いに近くに存在するとき, 測地線は一意的に決まる。また, ある点 xκ

0を通り,

その接線ベクトルが ξκによって指定される測地線は 1本しか存在しない。測地線に沿っ
た経路の長さを s としたとき, 測地線は方程式:

d2xκ

ds2
+ Γ κ

µλ

dxµ

ds

dxλ

ds
= 0, (6.1)

を満たす。この方程式は, n個の未知数を含む 2階の微分方程式である。測地線の始点 xκ
0と, 始点における接線方向の単位ベクトル:

ξκ ≡
(

dxκ

ds

)

0

,

が与えられると, 測地線は一意的に決まる。ここで, (· · ·)0は点 xκ
0 における値を表す。その測地線をテイラー展開によって特定してみよう。すなわち, 測地線 xκは,

xκ = xκ
0 +

(

dxκ

ds

)

0

s+
1

2!

(

d2xκ

ds2

)

0

s2 +
1

3!

(

d3xκ

ds3

)

0

s3 + · · ·

なる形で表されるはずである。測地線の方程式と始点 xκ
0 における条件から, xκの sにつ

いての導関数を得れば, テイラー級数の展開係数を決定することができる。まず, 1階の導
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関数は ξκである。測地線の方程式 (6.1)から 2階の導関数は,

(

d2xκ

ds2

)

0

= −
(

Γ κ
µλ

dxµ

ds

dxλ

ds

)

0

= − (Γ κ
µλ)0 ξ

µξλ,

である。さらに, この式の両辺を sについて微分すれば,
(

d3xκ

ds3

)

0

= −
(

∂Γ κ
µλ

∂xν

dxν

ds

dxµ

ds
+ Γ κ

µλ

d2xµ

ds2
dxλ

ds
+ Γ κ

µλ

dxµ

ds

d2xλ

ds2

)

0

= −
(

∂Γ κ
µλ

∂xν

dxν

ds

dxµ

ds
+ Γ κ

µλΓ
µ
να

dxα

ds

dxµ

ds

dxλ

ds
+ Γ κ

µλΓ
λ
να

dxα

ds

dxµ

ds

dxλ

ds

)

0

= −
(

∂Γ κ
µλ

∂xν
− 2Γ α

νµΓ
κ
αλ

)

0

(

dxν

ds

dxµ

ds

dxλ

ds

)

0

= −
[(

∂Γ κ
µλ

∂xν

)

0

− 2 (Γ α
νµ)0 (Γ

κ
αλ)0

]

ξνξµξλ,

のように 3階の導関数も得ることができる。これらの導関数を用いて測地線のテイラー級
数を 3次まで展開すれば,

xκ(s) = xκ
0 + ξκs− 1

2!
(Γ κ

µλ)0 ξ
µξλs2

− 1

3!

[(

∂Γ κ
µλ

∂xν

)

0

− 2 (Γ α
νµ)0 (Γ

κ
αλ)0

]

ξνξµξλs3 − · · · (6.2)

が得られる。

6.2 測地座標系
非ユークリッド空間において, クリストッフェル記号Γ κ

µλは空間が曲がっていることに起因する量であるが, その量は座標の選び方によって局所的にゼロにすることができる。
そのような座標系は測地座標系と呼ばれる。
一例として, 球面における測地座標系について考えよう。半径 Rの球面における座標

[θ, ϕ]を考え, x1 ≡ θ, x2 ≡ ϕのような対応関係を与えると, 明示的にゼロにならないクリ
ストッフェル記号は,

Γ 1
22 = sin θ cos θ, Γ 2

12 = Γ 2
21 = cot θ,

である。ここで, θは天頂角, ϕは方位角である。この数式から容易にわかるように, θ = π/2

においてクリストッフェル記号のすべての成分がゼロになる。つまり, 天頂角 θと方位角
ϕで表現される球面上の座標系は, 赤道上 (θ = π/2)で測地座標系になっている。その事
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実は, 赤道と経線が互いに直交する測地線であるので, 局所的に 2次元のカルテシアン座
標系として取り扱えることから理解できるだろう。それに対して, 赤道以外の緯線は経線
と直交するが, 測地線ではない。つまり, 赤道以外の緯線は球面上の直線とはみなせない
ため, クリストッフェル記号がゼロにならない。しかし, その位置が赤道になるように北
極点を選びなおせばクリストッフェル記号を確実にゼロにできる。それが測地座標系を作
るための座標の選び方の例である。
一般的な座標系において, 測地座標系をつくるための座標変換を考えよう。ある特定の
場所 xµ

0 においてクリストッフェル記号がゼロとなるような座標変換を考えるのである。そのような座標変換の候補として,

x̄κ = (xκ − xκ
0)−

1

2
(Γ κ

µλ)0 (x
µ − xµ

0)(x
λ − xλ

0), (6.3)

なる変換によって, xκから x̄κに変換する場合を考える。この新しい座標におけるクリス
トッフェル記号 Γ̄ κ

µλは,

∂x̄κ

∂xα
Γ α

γβ =
∂x̄µ

∂xγ

∂x̄λ

∂xβ
Γ̄ κ

µλ +
∂2x̄κ

∂xγ∂xβ
,

にしたがって変換される。この変換式は, x̄κ系の原点, すなわち, xκ = xκ
0について書き直せば, 形式的に,

(

∂x̄κ

∂xα

)

0

(Γ α
γβ)0 =

(

∂x̄µ

∂xγ

)

0

(

∂x̄λ

∂xβ

)

0

(

Γ̄ κ
µλ

)

0
+

(

∂2x̄κ

∂xγ∂xβ

)

0

, (6.4)

となる。座標変換 (6.3)を微分すれば,

∂x̄κ

∂xα
= δκα,

∂2x̄κ

∂xγ∂xβ
= (Γ κ

γβ)0,

となることから, クリストッフェル記号の座標変換 (6.4)は
(Γ κ

γβ)0 = δµγδ
λ
β(Γ̄

κ
µλ)0 + (Γ κ

γβ)0 = (Γ̄ κ
γβ)0 + (Γ κ

γβ)0,

のように変形される。この方程式から (Γ̄ κ
γβ)0 = 0が導かれるので, 新しい座標系 x̄κの原

点においてクリストッフェル記号がゼロになることが示された。また, クリストッフェル
記号がゼロとなる点 xκ

0は, 測地座標系の極と呼ばれる。紛らわしい名称であるが, 地球が
球面であれば, 赤道が測地座標系の極である。北極と南極は測地座標系の極ではない。
このような測地座標系は, 一意的ではなく, 無数に選ぶことができる。上で述べた球面

座標において, 任意の点を赤道上に設定する座標変換が無数に存在することからわかる。
例えば, (6.3)の代わりに,

x̄κ = A (xκ − xκ
0) +

B

2
(Γ κ

µλ)0 (x
µ − xµ

0)(x
λ − xλ

0)

+ P κ
(3)(x

0 − x0
0, x

1 − x1
0, . . . , x

n−1 − xn−1
0 ),
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なる変換を適用しても, (Γ̄ κ
γβ)0 = 0 となる。 ただし, AとBは定数, P κ

(3)は xµ − xµ
0 に関する 3次以上の多項式である。また, 次節で紹介するリーマン標準座標も測地座標系の一

種である。

6.3 リーマン標準座標
非ユークリッド空間中の点 xκ

0 を通り, その場所における接線方向の単位ベクトル ξκと
なる測地線 xκは, テイラー級数 (6.2)で計算できる。ここで, x̄κ ≡ ξκ sなる記号を用いて
(6.2)を書き直すと,

xκ = xκ
0 + x̄κ − 1

2
(Γ κ

µλ)0 x̄
µx̄λ − · · · (6.5)

が得られる。この測地線の座標の式には, 接線ベクトル ξκや測地線の長さ sは見かけ上,

消去され, あたかも xκと x̄κの座標変換のように見える。その事実を利用して, 新しい座
標 x̄κの性質を調べてみよう。座標変換 (6.5)を x̄κについて解くと,

x̄κ = xκ − xκ
0 + P κ(x1 − x1

0, x
2 − x2

0, . . . , x
n − xn

0 ), (6.6)

となるはずである。ここで, 右辺の第 3項は xµ − xµ
0 (µ = 1, 2, . . . , n)の 2次以上の項から

なるべき級数である。この新しい座標 x̄κは, xκ
0 (x̄κ = 0)を通る測地線上にとられた座標

であり,
(

∂x̄κ

∂xµ

)

0

= δκµ,

なる関係がある。この新しい座標系 x̄κは, xκ
0を原点とするリーマン標準座標と呼ばれる。リーマン標準座標においても, 当然, 測地線の座標は,

d2x̄κ

ds2
+ Γ̄ κ

µλ

dx̄µ

ds

dx̄λ

ds
= 0,

なる測地線の方程式が成立するはずである。座標 x̄κ ≡ ξκ sが測地線の方程式の解の一つ
であるので, これを測地線の方程式に代入すると, Γ̄ κ

µλξ
µξλ = 0を得る。この結果に, 測

地線の長さの自乗 s2を乗じると,

Γ̄ κ
µλx̄

µx̄λ = 0, (6.7)

が得られる。つまり, 座標系 x̄κは, いたる場所で関係式 (6.7)が成り立つ。この事実をリー
マン標準座標の定義とする。言い換えると, 座標系 x̄κがリーマン標準座標であることの
必要十分条件は, Γ̄ κ

µλx̄
µx̄λ = 0 が空間のいたる場所で成り立つことである。

標準座標系 x̄κの原点 x̄κ
0 ( = 0) において, ベクトル ξκに接する測地線は,

x̄κ = ξκs− 1

2
(Γ̄ κ

µλ)0 ξ
µξλs2 − · · ·
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のように級数展開される。しかし, 標準座標系は x̄κ = ξκs となるように選ばれた座標系
である。よって, 標準座標では (Γ̄ κ

µλ)0 ξ
µξλ = 0 なる関係が成立する。この関係が任意の

ベクトル ξµについて成立すること, および, Γ̄ κ
µλが添え字 µと λについて対称であること

より, (Γ̄ κ
µλ)0 = 0であることがわかる。つまり, xκ

0 を原点とするリーマン標準座標は, xκ
0を極とする測地座標の一種である。

リーマン標準座標系 x̄κは座標系 xκに対して定めた座標系である。別の座標系 x′κから
定めたリーマン標準座標系を x̄′κとしたとき, これらの標準座標の関係を調べてみよう。ま
ず, x̄κ系と x̄′κ系における測地線の接線ベクトルを, それぞれ, ξκ, ξ′κとすると, x̄κ = ξκs,

x̄′κ = ξ′κs と書かれるはずである。ところが, ξκは, 原点 xκ
0 で定義される反変ベクトルであるので,

ξ′κ =

(

∂x′κ

∂xα

)

0

ξα,

のように変換される。この式の両辺に sを乗じると,

x̄′κ =

(

∂x′κ

∂xα

)

0

x̄α, (6.8)

なる関係が得られる。つまり, リーマン標準座標系 x̄κと x̄′κは互いに, 1次変換で結び付
けられる。

6.4 偏導関数のテンソル性
一般に, テンソルを座標について偏微分した量はテンソルにならない。しかし, リーマ
ン標準座標系の原点では, テンソルの偏微分がテンソルになる。この特殊な関係は, 非ユー
クリッド空間の特徴を学ぶ上で有効な情報となるので, リーマン標準座標系の原点におけ
る導関数のテンソル性について調べてみる。
例として, 一般の座標系 xκにおいて定義された 2階の反変テンソルT µλについて考えよ
う。このテンソルを標準座標系 x̄νに座標変換したテンソルを T̄ µλとする。このとき, T̄ µλ

を x̄νで偏微分した量 ∂T̄ µλ/∂x̄ν は x̄κ = 0において, テンソルの性質をもつ。その性質は,

以下のように証明することができる。
一般の座標系におけるテンソル T µλとリーマン標準座標系におけるテンソル T̄ µλの間
には,

T̄ µλ =
∂x̄µ

∂xα

∂x̄λ

∂xβ
T αβ,

なる関係が成立する。また, 前節で学んだように, 異なるリーマン標準座標への変換は,

x̄′κ =

(

∂x′κ

∂xα

)

0

x̄α,
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のような 1次変換となるので, 異なる標準座標の間でのテンソルの変換は,

T̄ ′µλ =

(

∂x′µ

∂xα

)

0

(

∂x′λ

∂xβ

)

0

T̄ αβ,

となる。この式の両辺を x̄′νで偏微分すると,

∂T̄ ′µλ

∂x̄′ν
=

(

∂xγ

∂x′ν

)

0

(

∂x′µ

∂xα

)

0

(

∂x′λ

∂xβ

)

0

∂T̄ αβ

∂x̄γ
,

となる。つまり, x̄κ = 0では,
(

∂T̄ ′µλ

∂x̄′ν

)

0

=

(

∂xγ

∂x′ν

∂x′µ

∂xα

∂x′λ

∂xβ

∂T̄ αβ

∂x̄γ

)

0

, (6.9)

となるので, (∂T̄ µλ/∂x̄µ)0がテンソルであることを意味している。¶

リーマン標準座標系の原点におけるテンソルの偏導関数 (∂T̄ µλ/∂x̄ν)0は, それをもとの
座標系 xκの点 xκ

0 における量に変換された偏導関数 (∂T µλ/∂xν)0と等しい。それは, 次の
ようにして証明される。まず, 偏導関数 (∂T µλ/∂xν)0は

(

∂T µλ

∂xν

)

0

=

(

∂x̄γ

∂xν

∂xµ

∂x̄α

∂xλ

∂x̄β

∂T̄ αβ

∂x̄γ

)

0

,

なる変換則にしたがうのだが,
(

∂x̄γ

∂xν

)

0

= δγν ,

(

∂xµ

∂x̄α

)

0

= δµα,

であることに注意すると,
(

∂T µλ

∂xν

)

0

=

(

∂T̄ µλ

∂x̄ν

)

0

, (6.10)

なる関係が得られる。このように, 一例として 2階のテンソルの 1階偏導関数が点 xκ
0においてテンソルとしての性質をもつことを示したが, 任意のテンソル T̄ µ1···µr

λ1···λs
のm階の偏導

関数も, リーマン標準座標系の原点ではテンソルとしての性質をもつ。それを形式的に書
くと,

(

∂mT̄ ′µ1···µr

λ1···λs

∂x̄′ν1 · · · ∂x̄′νm

)

0

=

(

∂xγ1

∂x′ν1
· · · ∂xγt

∂x′νt
· ∂x

′µ1

∂xα1

· · · ∂x
′µr

∂xαr

· ∂x
β1

∂x′λ1

· · · ∂xβs

∂x′λs

·
∂mT̄ α1···αr

β1···βs

∂x̄γ1 · · · ∂x̄γm

)

0

, (6.11)

を示す。しかも, このm階の偏導関数は, もとの座標系 xκにおける量に変換しても, 点 xκ
0では値が変化しない。つまり,

(

∂mT̄ µ1···µr

λ1···λs

∂x̄ν1 · · · ∂x̄νm

)

0

=

(

∂mT µ1···µr

λ1···λs

∂xν1 · · · ∂xνm

)

0

, (6.12)
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が成立する。このように, テンソルの種類や偏導関数の階数に関係なく, リーマン標準座
標系の原点では, テンソルの偏導関数がテンソルの性質をもつ。リーマン標準座標系の原
点ではクリストッフェル記号がゼロであるので, その場所における 1階の偏導関数は共変
微分と一致する。しかし, 2階以上の偏導関数は共変微分とは一致しないことに注意して
おく。なぜなら, 偏微分の演算子 ∂/∂xµと ∂/∂xν は可換であるが, 共変微分の演算子∇µと∇νは非可換であるからである。

6.5 標準テンソル
クリストッフェル記号は一般にテンソルではないが, リーマン標準座標系の原点ではテ
ンソルとして振舞う。そのため, クリストッフェル記号のリーマン標準座標系の原点にお
ける量を標準テンソルと呼ぶ。
座標系 xκから生成したリーマン標準座標 x̄κにおけるクリストッフェル記号を Γ̄ κ

µλ, また, 座標系 x′κから生成したリーマン標準座標 x̄′κにおけるクリストッフェル記号を Γ̄ ′κ
µλとする。通常の座標変換に基づくと, このクリストッフェル記号は,

Γ̄ ′κ
µλ =

∂x̄′κ

∂x̄α

(

∂x̄β

∂x̄′µ

∂x̄γ

∂x̄′λ
Γ̄ α

βγ +
∂2x̄α

∂x̄′µ∂x̄′λ

)

,

なる変換にしたがう。ここで,

x̄′κ =

(

∂x′κ

∂xα

)

0

x̄α, x̄α =

(

∂xα

∂x′κ

)

0

x̄′κ,

なる関係に注意すると,

Γ̄ ′κ
µλ =

(

∂x′κ

∂xα

)

0

(

∂xβ

∂x′µ

)

0

(

∂xγ

∂x′λ

)

0

Γ̄ α
βγ ,

なる性質が導かれる。つまり, クリストッフェル記号は, リーマン標準座標系の原点で 3階
のテンソルとして振る舞う。さらに, この式の両辺を x̄′ν で偏微分すると,

∂Γ̄ ′κ
µλ

∂x̄′ν
=

(

∂xη

∂x′ν

)

0

(

∂x′κ

∂xα

)

0

(

∂xβ

∂x′µ

)

0

(

∂xγ

∂x′λ

)

0

∂Γ̄ α
βγ

∂x̄η
,

となる。すなわち, 偏導関数 ∂Γ κ
µλ/∂x̄

ν はリーマン標準座標系の原点にあたる点 xκ
0 でテンソルとして振る舞う。同様に, クリストッフェル記号の高階の導関数も点 xκ

0でテンソルとして振る舞う。リーマン標準座標系の原点におけるクリストッフェル記号は標準テンソ
ルと呼ばれる。

115



リーマン標準座標系では, クリストッフェル記号の偏微分に関する添え字の巡回に対称
性がある。リーマン標準座標系のいたる場所で成立する関係 (6.7) を x̄ν について偏微分
すると,

∂Γ̄ κ
µλ

∂xν
x̄µx̄λ + Γ̄ κ

νλx̄
λ + Γ̄ κ

µν x̄
µ = 0,

となる。この式の両辺に x̄νを乗じて, 添え字 νについて縮約し, (6.7)の関係に注意すれば,

∂Γ̄ κ
µλ

∂xν
x̄µx̄λx̄ν = 0,

なる関係式が得られる。当然, 左辺の x̄µ, x̄λ, x̄νの順序を入れ替えても値は変化しないは
ずなので,

∂Γ̄ κ
µλ

∂xν
x̄µx̄λx̄ν =

∂Γ̄ κ
µλ

∂xν
x̄ν x̄µx̄λ =

∂Γ̄ κ
µλ

∂xν
x̄λx̄ν x̄µ = 0,

が成立する。また, 総和をとるために変化させる添え字は別の文字で書いても意味が変わ
らないので, この数式は

∂Γ̄ κ
µλ

∂xν
x̄µx̄λx̄ν =

∂Γ̄ κ
λν

∂xµ
x̄µx̄λx̄ν =

∂Γ̄ κ
νµ

∂xλ
x̄µx̄λx̄ν = 0,

と書いてもよい。ここで, この数式の左から 3つの辺を加算すると,
(

∂Γ̄ κ
µλ

∂xν
+

∂Γ̄ κ
λν

∂xµ
+

∂Γ̄ κ
νµ

∂xλ

)

x̄µx̄λx̄ν = 0,

が得られる。この関係式は任意の x̄µについて成立するはずだから, 必然的に,

∂Γ̄ κ
µλ

∂x̄ν
+

∂Γ̄ κ
νµ

∂x̄λ
+

∂Γ̄ κ
λν

∂x̄µ
= 0, (6.13)

なる添え字の巡回に関する対称性がクリストッフェル記号の偏導関数について成立しなけ
ればならない。

6.6 計量テンソルのテイラー展開
本節では, 計量テンソル ḡµν をテイラー級数展開してみよう。後に示すように, その展
開係数に曲率テンソルが現れ, その事実から, リッチテンソルが空間の湾曲による体積歪
みを与える量であることが導かれる。
計量テンソルは, 空間座標に依存しており, それが微分可能な関数であれば, テイラー級
数で記述することができる。リーマン標準座標の原点 xκ

0を中心に, 計量テンソル gµνをテイラー級数展開すると,

ḡµν = (ḡµν)0 +

(

∂ḡµν
∂x̄α

)

0

x̄α +
1

2

(

∂2ḡµν
∂x̄α∂x̄β

)

0

x̄αx̄β + · · · (6.14)
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なる形で書くことができる。それでは, 計量テンソル ḡµν を 2次の項までテイラー展開し
てみよう。まず, 1次の展開係数はゼロである。なぜなら,

∂ḡµν
∂x̄α

= Γ̄ κ
αµgκν + Γ̄ κ

ανgµκ,

なる関係が成立するため, クリストッフェル記号がゼロとなる原点では計量テンソルの 1

階微分がゼロとなるからである。
一方, 2次の展開係数は曲率テンソルが関係している。リーマン標準座標系の原点では,

曲率テンソル R̄κ
λνµは, その定義式からクリストッフェル記号を含む項が消え,

R̄κ
λνµ =

∂Γ̄ κ
µλ

∂x̄ν
− ∂Γ̄ κ

νλ

∂x̄µ
,

と書くことができる。曲率テンソル R̄κ
λνµ に, 添え字 λと µを交換した R̄κ

µνλ を加算すると,

R̄κ
λνµ + R̄κ

µνλ =
∂Γ̄ κ

µλ

∂x̄ν
− ∂Γ̄ κ

νλ

∂x̄µ
+

∂Γ̄ κ
λµ

∂x̄ν
− ∂Γ̄ κ

νµ

∂x̄λ
= −3

∂Γ̄ κ
νλ

∂x̄µ
,

なる関係が得られる。この関係を導出するには, (6.13)の関係を用いた。よって,

∂Γ̄ κ
νλ

∂x̄µ
= − 1

3
(R̄κ

λνµ + R̄κ
µνλ), (6.15)

と書き直すことができる。また, この式の左辺を展開すると,

∂Γ̄ κ
νλ

∂x̄µ
=

∂ḡκα

∂x̄µ
Γ̄ κ

νλḡκα +
1

2
ḡκα

(

∂2ḡνα
∂x̄µ∂x̄λ

+
∂2ḡλα
∂x̄µ∂x̄ν

− ∂2ḡνλ
∂x̄µ∂x̄α

)

,

となるが, 計量テンソルの微分には,

∂ḡκα

∂x̄µ
= −(Γ̄ κ

µβ ḡ
βα + Γ̄ α

µβ ḡ
αβ),

なる関係があるため, 原点において第 1項はゼロになる。さらに, (6.13)の両辺に ḡκσを乗じて添え字 κについて縮約すると,

− 1

3
(R̄σλνµ + R̄σµνλ) =

1

2

(

∂2ḡνσ
∂x̄µ∂x̄λ

+
∂2ḡλσ
∂x̄µ∂x̄ν

− ∂2ḡνλ
∂x̄µ∂x̄σ

)

,

を得る。この関係式に, 添え字 σと νを交換した式:

− 1

3
(R̄νλσµ + R̄νµσλ) =

1

2

(

∂2ḡσν
∂x̄µ∂x̄λ

+
∂2ḡλν

∂x̄µ∂x̄σ
− ∂2ḡσλ

∂x̄µ∂x̄ν

)

,

を加算し, 曲率テンソルの対称性に注意すれば,

∂2ḡκν
∂x̄µ∂x̄λ

=
1

3
(R̄κλνµ + R̄κνµλ), (6.16)
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が得られる。さらに, (6.16)と, その添え字 µと νを交換した式の差を, 曲率テンソルの対
称性に注意して計算すると,

∂2ḡκν
∂x̄µ∂x̄λ

− ∂2ḡκµ
∂x̄ν∂x̄λ

= − 1

3
(2R̄κλνµ + R̄κµνλ − R̄κνµλ)

= − 1

3
(2R̄κλνµ + R̄κµνλ + R̄κλνµ + R̄κµλν) = −R̄νµκλ,

が得られる。これを改めて書き直すと,

R̄νµκλ =
∂2ḡκµ
∂x̄ν∂x̄λ

− ∂2ḡκν
∂x̄µ∂x̄λ

, (6.17)

なる関係式が得られる。計量テンソルの 2階微分 (6.16)をテイラー級数 (6.14)に代入する
と, 計量テンソルの 2次展開は,

ḡµν = (ḡµν)0 −
1

3
(R̄µανβ)0 x̄

αx̄β, (6.18)

のように書かれることがわかる。この式が,

ḡµν = (ḡµν)0

[

δκν −
1

3
(R̄κ

ανβ)0 x̄
αx̄β

]

,

のように書けることに注目し, 原点の近傍座標 x̄αの 2次近似として, 計量テンソル ḡµνの行列式 ḡは,

ḡ ' (ḡ)0

[

1− 1

3
(R̄αβ)0 x̄

αx̄β

]

, (6.19)

のように書くことができる。ここで, (ḡ)0はリーマン標準座標の原点における計量テンソル ḡµν の行列式である。さらに, n次元空間における体積素は, 座標 x̄αについての 2次近
似として,

√
ḡ dx̄0dx̄1 · · · dx̄n−1 '

√
(ḡ)0

[

1− 1

6
(R̄αβ)0 x̄

αx̄β

]

dx̄0dx̄1 · · · dx̄n−1, (6.20)

のように, リッチテンソル R̄αβを含む形で記述できることになる。空間がユークリッド空間であれば, リッチテンソルがゼロとなるので, リッチテンソルは, 空間の湾曲による体積
歪みを与える量であると考えることができる。
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