
第4章 電磁気学
特殊相対性理論は古典物理学として電磁気学を完全に記述するためにはなくてはならな
い理論である。電磁気学におけるマクスウェルの方程式によって電場と磁場が統合され,

光速で伝搬する電磁波の存在が予言された。しかし, マクスウェルの方程式には観測者の
運動速度が現れないため, マクスウェルの方程式が成り立つのは絶対静止系のみであるか,

または, どの観測者から見ても光速が一定であるかのどちらかになる。そのうち, どの観
測者から見ても光速が一定である立場は特殊相対性理論の原点となる。本章では, マクス
ウェルの方程式がローレンツ変換に対して不変であることを示し, 特殊相対性理論におけ
る電磁気学を展開していく。電磁気学に特殊相対性理論を組み込むことによて, 電場に対
する磁場の正体さえも明らかになってくる。

4.1 電磁場のローレンツ変換
アインシュタインの相対性原理によると, 宇宙には絶対静止系は存在せず, それぞれの
慣性系に存在する観測者は自分が静止しているのか運動しているのかを区別することは
できない。つまり, 他の慣性系との相対速度に関わらず, 慣性系では物理法則が全く同じ
方程式で記述されなければならない。この相対性原理からの要請は電磁気学におけるマク
スウェルの方程式についても成立しなければならない。

4.1.1 電場と磁場
すでに説明したように, 互いにゼロではない相対速度をもつ慣性系の間では, ローレン
ツ変換によって互いの座標が変換される。電磁場に対する相対性原理からの要請とは, そ
の座標変換をしたとしても, マクスウェルの方程式が形を変えずに成立することである。
ある慣性系Kから観測した電場E, 電束密度D, 磁場H , 磁束密度Bに関するマクスウェ
ルの方程式は,

∇·D = ρ, ∇×H − ∂D

∂t
= j, (4.1)
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∇·B = 0, ∇×E +
∂B

∂t
= 0, (4.2)

となる。ここで, ρは電荷密度, jは電流密度である。マクスウェルの方程式のうち, (4.1)

の左側はガウスの法則, 右側はアンペールの法則である。もう一方, (4.2)の左側は磁束密
度保存の法則, 右側はファラデーの法則である。アインシュタインの相対性原理より, 異
なる慣性系K′から観測した場合についても, マクスウェルの方程式は全く同じ表現形式
で成立しなければならない。そのような条件を求めるため, これまでと同じように, K′系
はK系に対して x軸方向に速度 vで等速度運動していると仮定し, K′系から見た微分演
算子を求めておくと,

∂

∂t
= γ

(

∂

∂t′
− v

∂

∂x′

)

,
∂

∂x
= γ

(

∂

∂x′
− v

c2
∂

∂t′

)

,

∂

∂y
=

∂

∂y′
,

∂

∂z
=

∂

∂z′
,

となる。この式において, 簡単のため γ = (1− v2/c2)−1/2とおいた。これらの演算子の関
係に注意して, まず, (4.1)について, ガウスの法則を変換すると,

−γ
v

c2
∂Dx

∂t′
+

(
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∂Dx

∂x′
+

∂Dy

∂y′
+

∂Dz

∂z′

)

= ρ, (4.3)

を得る。次に, アンペールの法則を成分別に書き直すと,

∂Hz

∂y′
− ∂Hy

∂z′
− γ

∂Dx

∂t′
+ γv

∂Dx

∂x′
= jx, (4.4a)
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= jy, (4.4b)
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= jz, (4.4c)

が得られる。さらに, (4.4a)を v/c2倍して (4.3)から減じると t′についての偏微分の項を
消去することができる。その結果は,
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c2
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, (4.5)

のようになり, ガウスの法則と同形の方程式を得る。つまり, これがK′系から見たガウス
の法則と考えられる。同様に, (4.3)を v倍して (4.4a)から減じれば x′についての偏微分
の項を消去できる。その結果に併せて, (4.4b)と (4.4c)を整理した式を並べて書くと,

γ
∂

∂y′
(Hz − vDy)− γ

∂

∂z′
(Hy + vDz)−

∂Dx

∂t′
= γ (jx − vρ) , (4.6a)
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= jz, (4.6c)
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が得られるが, これらの式はアンペールの法則と同形であることがわかる。つまり, K′か
ら観測される電荷密度 ρ′, 電流密度 j ′, 電束密度D′, さらに, 磁場H ′,に関して,

ρ′ =
ρ− vjx/c

2

√
1− β2

, j ′x =
jx − vρ√
1− β2

, j ′y = jy, j ′z = jz, (4.7)

D′
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2

√
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Dz + vHy/c

2

√
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, (4.8)

H ′

x = Hx, H ′

y =
Hy + vDz√

1− β2
, H ′

z =
Hz − vDy√

1− β2
, (4.9)

が成立すればガウスの法則とアンペールの法則はローレンツ変換に対して不変であるこ
とが導かれる。相対性理論を取り扱ううえで, 光速不変の原理から導かれるローレンツ変
換は成立が必須である。したがって, 電荷密度，電流密度, 電束密度, 磁場の変換はこれら
の数式にしたがわなければならないのだ。
電束密度不変の法則とファラデーの法則 (4.2)についても同様の座標変換をすれば, 電
束密度不変の法則と同形の方程式:
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および, ファラデーの法則と同形の方程式:

γ
∂

∂y′
(Ez + vBy)− γ

∂
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= 0, (4.11a)
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が得られる。つまり, これらの式がK′系から見たときの磁束密度不変の法則, および, ファ
ラデーの法則である。よって, これらの法則が慣性系によらず同じ形で記述できるために
は, K′系から観測した電場E′と磁束密度B′が,

E ′

x = Ex, E ′

y =
Ey − vBz√

1− β2
, E ′

z =
Ez + vBy√

1− β2
, (4.12)
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2

√
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, B′

z =
Bz − vDy/c

2

√
1− β2

, (4.13)

のように変換されなければならない。言い換えると, これらの数式で変換されるのであれ
ば, マクスウェルの方程式はローレンツ変換に対して不変となるのである。
上のような手順によって得られた (4.7), (4.8), (4.9), および, (4.12), (4.13)がK′系から
みた電磁気的な観測量である。K系に対するK′系の相対速度を vと書くと, これらの電
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磁気的な観測量は次のような形で表現することができる。
ρ′ =

ρ− v · j/c2√
1− β2

, j ′// =
j// − ρv√
1− β2

, j ′
⊥
= j⊥, (4.14)

D′

// = D//, D′

⊥
=
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1− β2

, (4.15)

H ′

// = H//, H ′

⊥
=

H⊥ − v×D√
1− β2

, (4.16)

E′

// = E//, E′

⊥
=

E⊥ + v×B√
1− β2

, (4.17)

B′

//
= B//, B′

⊥
=

B⊥ − v×E/c2√
1− β2

. (4.18)

これらの式において, 添え字 //を付したベクトルは vと平行な成分 (ここでは x成分) を
表し, 添え字⊥を付したベクトルは vに垂直な成分 (ここでは y, z成分)を表す。これら
が相対原理の要請から導き出される電磁場の変換式である。真空の誘電率と透磁率を, そ
れぞれ, ε0, µ0とすると, 真空ではD = ε0E, H = B/µ0が成り立つ。また, マクスウェル
の方程式から得られる波動方程式によって ε0µ0 = 1/c2 であることがわかっているので,

真空の場合においては, 変換式 (4.15)と (4.16)は, 変換式 (4.17)と (4.18)と同一であるこ
とが容易にわかる。しかし, 物質内においては誘電率と透磁率の積が 1/c2とはならないた
め, 同様の関係は成り立たない。実は, 相対性理論において, D = εE, H = B/µは厳密
には成り立たないということになるが, これについては第 4.6節で考察する。
ここで導出した電磁場の変換式から, 空間を伝搬する電磁波の位相はローレンツ変換に

対して不変であることがただちにわかる。例えば, z軸方向に伝搬する電磁波を仮定し, 電
界が,

E = exE exp i(kz − ωt+ φ),

のように, x軸方向に偏波しているとする。すると, マクスウェルの方程式によって磁速密
度ベクトルBは,

B =
eyE

c
exp i(kz − ωt+ φ),

となるので, 電界と磁界は同一位相であることがわかる。その上で (4.17)を見ると, E′と
Eは同一位相であることがわかる。よって, K系とK′系で観測した電磁波の位相は互い
に等しい。電磁波の位相が異なる慣性系で不変であることは, 後に, ドップラ効果の議論
をする際に利用する。
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4.1.2 電荷と電流
前項によると電場や磁場だけでなく, 電荷密度と電流密度も異なる慣性系の間で変換さ
れることが明らかになった。その結果をさらに考察すると, 特定の体積に含まれる電荷は
観測者によらず一定であるとの結論が導かれる。本項では電荷が定数であることを導出
する。
電流は電荷の流れを表す量である。電流密度ペクトル jと電荷密度 ρを用いると, 電流
と電荷の関係は連続の方程式:

∂ρ

∂t
+∇· j = 0,

で表現できる。連続の方程式は特に新しい要請ではなく, マクスウェルの方程式に含まれ
るアンペールの法則 (4.1)の発散をとれば容易に導出できる。つまり, マクスウェルの方
程式は, 電流を電荷の流れだと主張しているのだ。マクスウェルの方程式から導出される
ということは, 当然, 連続の方程式もローレンツ変換に対して不変となる。確認のため, 電
荷密度と電流密度の変換式 (4.7)をK′系の座標で微分すると, ただちに,

∂ρ′

∂t′
+

∂j ′x
∂x′

+
∂j ′y
∂y′

+
∂j ′z
∂z′

=
∂ρ

∂t
+

∂jx
∂x

+
∂jy
∂y

+
∂jz
∂z

,

が得られる。確かに, K′系においても,

∂ρ′

∂t′
+∇′ · j ′ = 0,

なる連続の方程式が成立することが確認された。ここで, ∇′はK′系におけるナブラ演算
子とする。
K系に対して x軸方向に速度 vで等速運動するK′系から見たとき, 電荷密度 ρ0がK′系
に対して静止しているとする。また, K′系から見たときに電流は存在しないものとする。
この電荷密度をK系から観測すると変換式 (4.7)より

ρ =
ρ0√
1− β2

, jx =
ρ0v√
1− β2

, jy = 0, jz = 0,

となる。ここで現れた電流密度は, 自由電子による伝導電流ではなく, 帯電した物質が運
動することによる運搬電流とよばれる電流である。また, この式は電荷密度の運動方向を
x方向に規定しているが, 一般の速度ベクトルuについて成立するように拡張することは
容易である。つまり, 静止電荷密度 ρ0がK系に対して速度uで運動している場合, これを
K系から観測した電荷密度 ρと, その電荷密度による運搬電流密度 jは,

ρ =
ρ0√

1− u2/c2
, j = ρu,
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となることがわかる。運動する電荷密度は静止していたときの電荷密度とは異なる量に
なっていることがわかる。しかし, その都度観測される電荷密度 ρを使えば, 運搬電流密
度は相対性理論以前の関係式と一致している。
電荷密度 ρ0が, それと併走する慣性系から見たとき, ある微小体積片 dV0に含まれているとする。この微小体積片は K系から見ると, その運動方向にローレンツ収縮を受けて

dV =
√
1− u2/c2 dV0となっているはずである。よって, 微小体積片に含まれる電荷は

ρ dV = ρ0 dV0,

となり, ローレンツ変換に対して不変である。さらに, 微小体積片 dV に含まれる電荷と
いう意味で de (≡ ρ dV ) という記号を用いると, 微小体積片に含まれる電荷の変換則は

de = de0,

と書くこともできる。これは, 電子や陽子のような荷電粒子がその運動速度によって電荷
を変化させないことを意味している。もし, 電荷の量が運動速度によって変化するならば,

原子内部が電気的中性を保てなくなる。例えば, ある時点で電気的中性を保っている原子
において, 最外殻電子が励起されて外側の電子軌道に移動した場合, 電子の周回速度が変
化するので, 電子の電荷が変化し, その結果, 原子内部の中性が破られることになる。実際
には, 電子の励起による電気的中性の破れ, または, 原子自体の高速運動による電気的中性
の破れが観測された例がないで, 上で述べたように電荷がローレンツ変換に対して不変で
あるこということは理にかなっている。

4.2 磁場と相対性理論
第 4.1節で導出した電磁場の変換で, 特に電場Eの変換にローレンツ力に類似した要素
が現れていたことに気付いた読者がいるのではないだろうか。その数式に現れていたよう
に, ローレンツ力は相対論的な力である。ローレンツ力は, 磁石のN極と S極が引き合う
力の正体であるので, 磁場の存在は相対論的効果である。
K系に対して速度 vで等速度運動する慣性系K′を考えよう。K′系の原点に電荷密度 ρ′

が静止しているとする。電荷密度はK′の微小体積 dV ′に収められているとする。K′系の
任意の位置 r′では, その微小体積内の電荷によって,

dE′ =
ρ′ dV ′

4πε0

r′

r′ 3
,

なる電場が観測されるはずである。電荷がK′系で静止しているのだから, K′系では磁場
は観測されず dB′ = 0である。ところが, ローレンツ変換によってK系では磁場:

dB =
dB′ + v × dE′/c2√

1− β2
=

ρ′ dV ′

4πc2ε0
√
1− β2

v × r

r′ 3
,
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となる。電荷密度と微小体積の積 ρ dV はローレンツ変換に対して不変であることがわかっ
ているので, 観測される磁場は,

dB =
ρ dV

4πc2ε0
√
1− β2

v × r

r′ 3
=

ρS dl

4πc2ε0
√
1− β2

v × r

r′ 3
,

のように書き換えられる。ここで, dV ≡ S dlとおいた。新たに用いた記号について, Sは
速度 vに垂直な断面積であり, dlは微小体積の速度 v方向の長さである。それらの記号を
用いると, 断面積Sを通過する電流はJ = ρSvと書くことができる。電流Jを用いて, 変
換された磁束密度を計算すると,

dB =
µ0

4π
√
1− β2

J × r

r′ 3
dl,

となる。ここで, ε0µ0 = 1/c2の関係を利用した。この数式は何かに似ていないだろうか?

速度が小さい条件 v → 0で近似すると,

dB ≃ µ0

4π

J × r

r3
dl,

が得られる。すなわち, ビオ・サバールの法則である。本節の考察によって, 磁場が電場
から相対論的に創り出されることがわかるだろう。次節では, 我々が磁場を観測する原理
について解明していきたい。

4.3 磁場の発生原理
既に見たように, 座標系が変わると電場や磁場は個別にではなく, 互いに関係しあって
変換される。例えば, 慣性系Kから見たときに磁場が存在しなくても, その系に対して相
対速度をもつK′系から見れば磁場が存在する。この節では, 磁場が発生する仕組みを考
察してみよう。
磁石が引き合ったり, 反発し合ったりする力の正体はローレンツ力である。電場Eと磁
束密度Bを仮定すると, 電荷 eに作用する力は,

K = e (E + v×B),

なるローレンツ力で表される。その力に見られるように, 磁束密度は運動する荷電粒子に
作用する力の強さを規定するための比例係数と解釈することもできる。見方を変えると,

磁場の存在は, 運動している荷電粒子がなければわからないのである。静止していれば,

荷電粒子は磁場の影響を受けないのだ。磁場の影響を受けるには, 荷電粒子が観測者に対
してゼロではない相対速度をもっていることを意味するので, 運動する荷電粒子に作用す
る力, すなわち, 磁場には相対性理論が関係しそうである。本節では, ローレンツ収縮に
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よって運動する荷電粒子が感じる電場が観測者と異なることを示す。荷電粒子は自身が感
じる電場にしたがって力を受けるが, 観測者にとっては, その力が電場とは一致しないた
め, 磁力という別の力が存在しているように見える, ということが本節で実証したい内容
である。
本節では, 無限直線電流のそばを通過する荷電粒子が受ける力を, 磁場の概念を使用せ
ずに考察し, その力が非相対論近似においてローレンツ力と一致することを示す。観測者
はK系に静止しており, 無限直線電流が流れる直線導体はK系の z軸上に存在するとす
る。この直線電流に対して, 平行に運動する荷電粒子, 距離方向に運動する荷電粒子, 接線
方向に運動する荷電粒子の三つパターンに対して荷電粒子が受ける力を考察する。

4.3.1 考察の準備
準備段階として, 運動する荷電粒子がつくる電場について考察しよう。まず, 簡単な場
合として, K系に対して x軸方向に等速運動する荷電粒子がつくる場を考えてみる。この
荷電粒子と併走する慣性系をK′とし, 荷電粒子は常にこの座標系の原点に存在するとい
う状況を設定する。その場合, K′系の任意の観測点 r′ から観測した電場は,

E′ =
e

4πε0

r′

r′3
,

のように表される。この式の分子だけをK系の座標を用いて書き換えると,

E′ =
e

4πε0r′3

[ x− vt√
1− β2

, y, z
]

,

となる。電場E′をK系から見た電場Eに変換してみよう。電場にローレンツ変換を適用
するのである。K′系から見て磁場が存在しないので電場は,

Ex = E ′

x, Ey =
E ′

y√
1− β2

, Ez =
E ′

z√
1− β2

,

のように変換される。これの変換式を用いると, 電場Eは,

E =
e

4πε0r′3
√
1− β2

[

x− vt, y, z
]

,

となることがわかる。ところで, 荷電粒子はK′系の原点に静止しているのだから, K系か
ら見ると時刻 tとき, 荷電粒子は s = [vt, 0, 0] に存在することになる。ここで, 特別な場合
として, 荷電粒子がK系の原点に位置する瞬間の電場を求めてみよう。その電場は, 上の
式に t = 0を代入すればよいので,

E =
e

4πε0

(1− β2) r

[x2 + (1− β2)(y2 + z2)]3/2
, (4.19)
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となる。ここで改めて r′をK系の座標を用いて展開しておいた。ここでは, 相対論的な座
標変換から x軸方向に等速運動する荷電粒子がつくる電場を計算したが, 実は, 電磁力学
における遅延ポテンシャルを点電荷に応用したリエナール・ヴィーヒェルトのポテンシャ
ルを用いても同じ結果が得られる。つまり, (4.19)には電磁作用が無限遠まで一瞬に届く
のではなく, 光速で伝搬することに起因する遅延が考慮されている。しかしながら, 電場
のベクトルが荷電粒子の過去の位置ではなく, 図 4.1に示すように, 現在位置に向かってい
るのは電磁作用に引きずりのような作用1があることを意味する。

r

s(t0)

s(t)
t0 = t−

|r − s(t0)|

c

x

z

v

E(r)

図 4.1: 等速運動する荷電粒子による電場
次に, 荷電粒子が xz平面上を等速度運動している場合に, (4.19)を拡張してみよう。荷
電粒子の速度ベクトルを,

u =
[

−v, 0, u
√
1− β2

]

,

としよう。この速度は, K系に対して x軸方向に速度−vで運動する慣性系K′系の z′軸方
向に速度 uで等速度運動する荷電粒子を想定している。この荷電粒子がK系の原点に存
在する瞬間における電場を求めてみる。ここでも, やはり電磁作用の引きずり作用がある
ため, 電場は荷電粒子の現在位置 (すなわち, 原点) を向いている。しかし, 問題は (4.19)

の分母である。分母がこのような形をしているのは, 等位ポテンシャル面が荷電粒子の速
度方向にローレンツ収縮しているからである。つまり, (4.19)を適用するには, 荷電粒子
の速度と一致する座標軸 x∗を想定した座標系K∗を考えればよい。そのような都合のよ
い座標系から見れば, 電場は,

E∗ =
e

4πε0

(1− β̃2) r∗

[

x∗ 2 + (1− β̃2)(y∗ 2 + z∗ 2)
]3/2

, (4.20)

となるであろう。ここで, β̃は荷電粒子の速さを表し, β̃2 = β2 + β2
u − β2β2

uが成り立つ。
1電場ベクトルが荷電粒子の現在位置を正確に向いているのは荷電粒子が等速度運動をしている場合だけである。つまり, この引きずり作用は荷電粒子の軌跡の 1次微分に対応する効果しか含まれていない。荷電粒子が加速度をもつ場合, この引きずり作用に誤差が現れ, その誤差ゆえに電磁は放射が現れると解釈できる。
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この式の分母を, K系の座標で表すには,

x∗ =
βx− βu

√
1− β2 z

β̃
, y∗ = y, z∗ =

βu

√
1− β2 x+ β z

β̃
,

のような座標回転をすればよい。この座標変換を適用すると, 電場Eは,

E =
e

4πε0

(1− β̃2) r
{

[1−β2
u(1−β2)] x2 + (1−β2)[(1−β2

u) y
2+z2] + 2ββu

√
1−β2 xz

}3/2
, (4.21)

のように書くことができる。分母が多少, 複雑になっているが後の項で議論を展開する際
に有用な数式を得ることができた。この数式を用いて, 次項以降で運動方向が直線電流と
平行である荷電粒子と, 垂直である荷電粒子が, それぞれ, 電場から受ける力を調べる。

4.3.2 直線電流と平行に運動する荷電粒子
直線電流と平行に運動する荷電粒子が, 直線導体からの電場によって作用される力につ
いて調べよう。静止系Kからみると, 電流が流れる直線導体は電気的中性を保っていて,

電場が生じないはずである。荷電粒子から見ると, 相対論的効果で直線導体の電気的中性
が破れ, 電場が発生すると推測する。荷電粒子が直線電流に平行に運動する場合, 前節の
式において β = 0とすればよい。運動方向の速度は, 直線電流中の電荷との相対速度 uに
よって表現できる。その場合, 前節で求めた電場 (4.21)は,

E =
e

4πε0

(1− β2
u) r

[(1− β2
u) x

2 + (y2 + z2)]3/2
,

のように記述できる。ここで, 線方向に含まれる電荷の長さ方向の密度を ρ とすると, 微
小長さ dz0による電場は, 上式の eを ρ dz0に置き換えればよいので,

dE =
ρ dz0
4πε0

(1− β2
u) r

[(1− β2
u) x

2 + z20 ]
3/2

,

となる。ただし, ここで, 対象とする微小長さ dz0の位置を z0, 観測点の位置を r = [x, 0, 0]

とした。この微小電場 dE を z0について積分すれば, 直線導体中の電荷による電場:

E =
∫

∞

−∞

ρ dz0
4πε0

(1− β2
u) r

[(1− β2
u) x

2 + z20 ]
3/2

,

が計算できる。この積分は, 静止した直線電荷がつくる電場と同じ式なので, 容易に計算
することができ,

Ex =
ρ

2πε0x
, Ey = 0, Ez = 0, (4.22)
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が得られる。ここで, Ex, Ey, Ezは電場Eの各座標成分である。
現実の直線導体には原子核や電子が存在し, そのうち, 自由電子が電流を担っている。あ
る基準となる慣性系K0から見たとき, 直線導体は電気的に中性であるとする。つまり, 原
子核の電荷密度を ρとしたとき, 自由電子の電荷密度は−ρとなる2。また, 自由電子は, 原
子核に対して z0軸方向に速度 uで等速度運動しているとする。
上で述べた直線導体に対して, 観測者が存在する慣性系Kは z0軸方向に速度 vで等速
運動しているとする。K系から見たときの原子核と電子の相対速度を, それぞれ, u+, u−とすると, 相対論における速度の加法則より,

u+ = −v, u− =
u− v

1− ββu

,

となる。ここで, β = v/c, βu = u/cとおいた。このように, 原子核と自由電子の相対速度
がK0系から見た場合と異なるため, それらの電荷密度も変化していると考えられる。原
子核と自由電子のそれぞれについて, 相対的に静止している状態から見た静止電荷密度を
ρ0+と ρ0−であるとする。すると, それらの電荷密度は,

ρ0+ = ρ, ρ0− = −
√
1− β2

u ρ,

のようになるだろう。この静止電荷密度とK系から見た相対速度を用いて, K系から見た
ときの電荷密度 ρ+と ρ−は,

ρ+ =
ρ√

1− β2
, ρ− = − (1− ββu)ρ√

1− β2
,

となる。この電荷密度を, それぞれ, (4.22)に代入し, 原子核による電場E+, および, 自由
電子による電場E−を計算すると,

E+ =
ρ

2πε0x

1√
1− β2

ex, E− = − ρ

2πε0x

1− ββu√
1− β2

ex,

が得られる。実際に観測される電場Eは, これらの和であるはずなので,

E =
ρ

2πε0x

ββu√
1− β2

ex,

である。もし, この観測点に電荷 qが存在しているなら, その電荷は,

K =
ρ

2πε0x

q ββu√
1− β2

ex,

2厳密に言うと, 自由電子の電荷密度を−ρ, 原子核を周回する電子の電荷密度を−ρ(0)とする。そのとき,原子核の電荷密度は ρ+ ρ(0) となる。そのうち, 周回電子は原子核中の, 電荷密度 ρ(0) に対応する陽子と常に電気的中性を保っている。周回電子は常に原子核の近傍にいるので, これらの中性関係はいかなる慣性系から見ても成り立つ。 よって, 電荷密度 ρ(0) に対応する成分は相殺され, 原子核の電荷密度を ρ, 自由電子の電荷密度を −ρと考えてもよい。
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の力を受けるはずである。慣性系K0から見ると原子核と自由電子の間で電気的に中性であるが, 運動する荷電粒子から見ると予想通り, 相対論的効果のため直線導体の電気的中
性が破れるのだ。その結果として, 荷電粒子は電流の経路から電場による力の作用を受け
るのだ。

4.3.3 直線電流と垂直に運動する荷電粒子
荷電粒子が直線電流と垂直に運動する場合であっても, ローレンツ力が作用するケース
がある。具体的には, 荷電粒子の速度が直線電流に対して動径成分をもつ場合, 言い換え
ると, 荷電粒子が直線電流に接近または遠去する場合に荷電粒子にローレンツ力が作用す
る。そのローレンツ力の発生メカニズムも, 静止系K0で成立していた電気的中性の破れによるものかを検証してみる。
直線導体に対する静止系K0と相対的に, 距離方向に速度 vで運動する慣性系Kから見
た電場について考察しよう。ここで, 観測者はK系の座標 [x, y, 0]に存在するとしよう。こ
の系から見ると, 直線導体中の原子核は速度 u+ = [−v, 0, 0]であるが, 原子核に対して導
体の長さ方向に速度 uで運動する自由電子は, K系から見るとu− = [−v, 0, u

√
1− β2 ]の

速度で運動している。
準備として, 原子核と自由電子を特に指定せず, 直線導体中の荷電粒子がK系に対して,

速度 u = [−v, 0, u
√
1− β2 ]で運動しているとして計算してみよう。その結果をそのまま

使えば自由電子による電場E−が得られ, u = 0とすれば原子核による電場E+が得られるはずである。電場を観測する時点で座標 [0, 0, ze]に存在する直線導体の微小長さ dzeに含まれる微小電荷 ρ dzeによる電場 dEは,

dE =
ρ dze
4πε0

(1− β̃2) r
{

[1−β2
u(1−β2)] x2 + (1−β2)[(1−β2

u)y
2 + z2e ]− 2ββu

√
1−β2 xze

}3/2
,

(4.23)

のようになる。ただし, 上でも述べたように観測点の位置を [x, y, 0]とした。この微小電
場を直線導体上の座標 zeについて積分すれば, 直線導体中の電荷による電場が計算できる
ので,

E =
ρ

4πε0

∫

∞

−∞

(1− β̃2) r dze
{

[1−β2
u(1−β2)]R2 + (1−β2)[(1−β2

u)y
2 + z2e ]− 2ββu

√
1−β2 Rze

}3/2
,

が形式的に成り立つ。ただし, rは対象とする微小電荷に対する観測点の相対位置であり,

r = [x, y,−ze]となっている。この積分は複雑そうに見えるが,

ξ =
√
1− β2

u x, η =
√
(1− β2)(1− β2

u) y, ζ =
√
1− β2 ze − ββu x,
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なる置き換えをすると,

Ex =
ρ

2πε0

∫

∞

−∞

1− β̃2

(ξ2 + η2 + ζ2)3/2
ξ dζ

1− β2
,

Ey =
ρ

2πε0

∫

∞

−∞

1− β̃2

(ξ2 + η2 + ζ2)3/2
η dζ

(1− β2)
√
1− β2

u

,

Ez =
ρ

2πε0

∫

∞

−∞

1− β̃2

(ξ2 + η2 + ζ2)3/2

(

ζ +
ββuξ√
1− β2

u

)

dζ

1− β2
,

のような形に書き換えることができる。ここで, Ex, Ezは電場Eの x成分, および, z成
分である。この積分は, 静止した直線電荷密度による電場を求める積分と同じ形をしてい
るので, 即座に計算することができ,

Ex =
ρ

2πε0

√
(1− β2)(1− β2

u) ξ

ξ2 + η2
,

Ey =
ρ

2πε0

√
1− β2

u ξ

ξ2 + η2
,

Ez =
ρ

2πε0

√
(1− β2)(1− β2

u) ββu ξ

ξ2 + η2
,

が得られる。さらに, 置き換えた変数 ξをもとに戻すと,

Ex =
ρ

2πε0

√
1− β2 x

x2 + (1− β2)y2
, (4.24a)

Ey =
ρ

2πε0

√
1− β2 y

x2 + (1− β2)y2
, (4.24b)

Ez =
ρ

2πε0

√
1− β2 ββu x

x2 + (1− β2)y2
, (4.24c)

が得られる。この結果を z軸上に伸びる直線導体について応用し, 前節と同様に, 導体中
の原子核と自由電子による電場E+とE−を計算しよう。
原子核の電荷密度は, 導体に対して静止するK0系から見たとき, ρに等しい。観測者が
存在するK系は直線導体に対して垂直方向に運動しているため, 長さ方向にはローレンツ
収縮を受けていない。よって, 原子核の電荷密度はK系から見ても ρ+ = ρである。これ
により, 原子核による電場は,

E+ =
ρ

2πε0

√
1− β2

x2 + (1− β2)y2

[

x, y, 0
]

,

のように記述できる。
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導体に対して静止するK系から見ると導体は電気的に中性であるので, K系から見た自
由電子の電荷密度は, 原子核の電荷密度を符号反転した−ρに等しい。さらに, Kから見た
自由電子は u = [−v, 0, u

√
1− β2]のように速度ベクトルに z成分が伴うのが原子核との

相違点である。この条件を公式 (4.24a)から (4.24c)に代入すると, 直線電流の自由電子に
由来する電場:

E− = − ρ

2πε0

√
1− β2

x2 + (1− β2)y2

[

x, y, ββu x
]

,

が得られる。電場の x成分と y成分は原子核に由来する電場と大きさが同じで符号が逆
転した値となっている。それに対し, 自由電子が z方向に相対速度をもつため, 電場にも
z成分が現れた。実際に観測される電場Eは, E+とE−の重ね合わせであるので,

E = − ρ

2πε0

√
1− β2 ββu x

x2 + (1− β2)y2
ez,

となる。上で述べたように, x成分と y成分は相殺したが, z自由電子に由来する電場にゼ
ロでない z成分が含まれるため, 合成されたEは z方向を向くベクトルとなる。もっとも,

その性質は遅延ポテンシャルから導き出されているので, 電磁作用が有限速度で伝搬する
ことに起因する。
電場に z成分が現れる理由 ここまでの議論では, 遅延ポテンシャルに基づいて数学的に
計算して現象を導いてきた。それに対し, 幾何学的なアプローチから, 電場に z成分が現
れるメカニズムを図 4.2を用いて考察しよう。直線導体に沿って原子核が配列していると
する。図では便宜的に原子核が距離 2(半径 1の円が互いに接する状態)で等間隔に整列し
ているとする。直線導体はK0系から見て電気的に中性なので, K0から見た自由電子も同様に距離 2で等間隔に配置している。これを x方向に速度 vで運動するK系から見た状
態を考察してみよう。
K系から見ると原子核は x方向に√

1− β2倍にローレンツ収取宿しているが, z方向に
は収縮しないので, やはり, z方向には距離 2で等間隔に整列している。これに対し, 自由
電子の配列は, 多少, 慎重に考察してみよう。なぜなら, K系から見た自由電子の速度は
u = [−v, 0,

√
1− β2 u]のように傾いたベクトルだからだ。あえて, 速度ベクトルの傾きを

計算しておくと,

tan θ =
β√

1− β2 βu

,

となる。当然, ローレンツ収縮はその傾いた速度ベクトルの方向で発生することになる。
斜め方向のローレンツ収縮の評価について, 第 2.5.3項で既に定式化した公式を利用しよ
う。この問題においては, K0から見た半径 1の円 x2

0 + y20 = 1を, ローレンツ変換によって
変形させる。第 2.5.3項の手順を適用するには,半径 1の円がK0に対して速度u0 = [0, 0, u]
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で運動している条件で計算する。その計算結果として,

1 + β2β2
u

1− β2
x2 + y2 − 2ββu√

1− β2
xy = 1, (4.25)

が得られる。これが図 4.2 (b)に示す傾いた楕円である。描かれた楕円の長軸の長さは 1

より大きいが, 傾いて配列されるため, 距離にして 2の間隔で配置されている。そのため
電荷の線密度はK系とK′系で等しくなっている。その事実は図から読み取れるだけでな
く, ローレンツ収縮を受けた楕円の数式 (4.25)から示すこともできる。つまり, K系から
見ても自由電子の電力密度は原子核と等しく, その結果, 直線導体は電気的中性を保持し
ている。本稿の最初で期待した電気的中性の破れは, このケースでは発生しないというこ
とだ。

1

1

p

1− β2

1
p

1− β2
u

1

(a) Observed from K0 frame. (b) Observed from K frame.

(c) Contraction of electron.

1

Grad =
ββu

p

1− β2

図 4.2: 斜めに運動する電荷密度のローレンツ収縮
電場に z成分が発生するカギは, 実は, 斜めにローレンツ収縮されたことにある。自由
電子のローレンツ収縮は, 図 4.2 (c)に示す過程で発生したと考えるのがわかりやすい。K0系から見ると半径 1の円であっても, それは既にローレンツ変換を受けた結果である。な
ぜなら, 自由電子はK0に対しても相対速度をもっているからだ。自由電子と並走する系から見ると, 自由電子の形状 (有効領域)は, ローレンツ収縮分を戻し z方向に (1− β2

u)
−1/2

倍に引き伸ばした楕円である。その楕円をK系から見た相対速度の方向に収縮させると,

図 4.2 (b)に描く楕円になる。なお, そのときのローレンツ収縮率は,

√

1− [β2 + (1− β2) β2
u] =

√

(1− β2)(1− β2
u),

である。斜めにローレンツ収縮された楕円どうしが接する点では, 楕円の接線は, ββu(1−
β2)−1/2の傾きをもっている。これは電磁的なポテンシャルの形状に影響を与える。なぜ
なら, 間隔をあけて配置された電荷に由来するポテンシャルは, 電荷の間にポテンシャル
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の谷間が存在する。この例のように電子どうしが斜めに接するのであればポテンシャル
の谷は斜めに走っているだろう。それに伴い電場は直線電流と直交するのでなく, ポテン
シャルの谷に沿った斜め方向を向くのだ。

4.3.4 非相対性理論との比較
直線導体の近傍を運動する荷電粒子 Pについて, 磁場の概念を用いず, 相対性理論にお
けるローレンツ収縮 (および, 遅延ポテンシャル) によって, その荷電粒子が受ける力を求
めた。それでは, その結果を, 相対性理論より前の電磁気学における磁場の概念から求め
た力と比較してみよう。
表 4.1に比較のための情報を記載してある。まず, 第 1列は荷電粒子 Pの速度である。
第 2列は直線導体を流れる電流である。第 3列は直線導体から見たときの荷電粒子Pの最
短距離となる相対位置を表している。第 4列はアンペールの法則によって決定される磁束
密度, そして, 第 5列がローレンツ力である。この第 5列目が, これまでに相対論的効果と
して導出した荷電粒子に作用する力と一致することを確認すればよい。

表 4.1: 相対論効果による磁場発生の検証結果
速度 v 電流 J 相対位置 r 磁束密度 B qv ×B

vez −ρ uez rex − µ0ρu

2πr
ey

µ0qρ uv

2πr
ex

vex −ρ uez xex+yey
µ0ρu

2πr2
(yex−xey) − µ0qρ uv x

2πr2
ez

磁束密度はB = (J/2πr)× (r/r)で計算される。

表の各行は荷電粒子の運動方向に対応している。第 1行目が直線電流と平行の運動, 第
2行目が垂直でしかも動径方向, 第 3行目が垂直でしかも接線方向の運動に対応している。
表の第 5列目に示したベクトルは, 磁場の概念を用いずに相対論的効果として計算した力
と, 非相対論的近似の範囲で一致している。非相対論的近似の範囲とは,

√
1− β2 ≃ 1を

想定した近似を意味する。
この考察結果によって, 磁場は, 荷電粒子の運動によるローレンツ収縮によって電気的な
中性に狂いが生じた結果, 受ける電気的な力である。言い換えると, ある観測者から見た
ときに電気的に中性であっても, 相対速度をもつ荷電粒子から見ると電気的中性ではない
ので, 電気力を受けるのである。その観測者にとっては, 電気的中性であるにも関わらず,

荷電粒子が力を受けるため, 磁場という概念を用いてその力を説明してきたわけである。
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磁場が実在する場ではなく, 概念的な場に過ぎないということは, 物理学の記述におい
て磁場は不必要なのだろうか? いや, 決してそうではない。確かに, ローレンツ収縮を細
かく適用していけば磁場の概念は不要かもしれない。しかし, ここで見た直線導体の近傍
を等速運動する荷電粒子程度の基本的な問題ですら, 数ページを必要とする計算をするこ
とになったのだ。磁場の概念さえあれば, 荷電粒子から見た座標系など考えることもなく,

数行の計算で答えが得られるであろう。つまり, 物理学の手段として磁場の概念はあるべ
きである。

4.4 光行差とドップラ効果
第 4.1節で述べたように電磁波の位相はローレンツ変換に対して不変になる。電磁波の
位相には波数ベクトルと角周波数が含まれるので, 位相の性質から波数ベクトルと角周波
数のローレンツ変換を導くことができる。それらは, それぞれ, 光行差とローレンツ変換
と呼ばれる。光行差は, 異なる慣性系からみると光の到来方向が異なって見える現象であ
り, ドップラ効果は周波数が異なって見える現象である。

4.4.1 位相の不変性からの導出
波数ベクトル kと角周波数 ωが与えられたとき, 電磁波の位相は, φ = ωt − k · xとな
る。カルテシアン座標系について成分表示すると,

ω =
∂φ

∂t
, kx = − ∂φ

∂x
, ky = − ∂φ

∂y
, kz = − ∂φ

∂z
,

のように角周波数と波数ベクトルを定義できる。K′系からみた観測量についても同様に
定義できるはずなので, 角運動量と波数ベクトルの x成分は,

ω′ =
∂φ′

∂t′
=

∂x

∂t′
∂φ

∂x
+

∂t

∂t′
∂φ

∂t
,

k′

x =
∂φ′

∂x′
=

∂x

∂x′

∂φ

∂x
+

∂t

∂x′

∂φ

∂t
,

のように変換される。他の波数ベクトルの各成分も同様である。ここで, 位相 φがローレ
ンツ変換に対して不変であるので, φ′ = φとした。具体的に角周波数と波数ベクトルの
ローレンツ変換を計算すると,

ω′ =
ω − vkx√
1− β2

, kx =
kx − vω/c2√

1− β2
, k′

y = ky, k′

z = kz,
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が得られる。分子の形が多少違うものの, 角周波数と波数ベクトルが, 時間座標と空間座
標とほぼ同じ形で変換されることが導かれた。
角周波数と波数ベクトルの変換から, 光行差とドップラ効果という現象が導かれる。そ
のために, まず, kx = −k cos θ とおいてみよう。これは, x軸と角度 θをなす方向から到
来する光を表している。もう一つ, k = ω/cという関係を使う。この関係が成り立つのは,

光の伝搬方向にとった座標を sとしたとき, 光の位相がϕ = ωt− ksとなるが, この位相が
ϕ = −k(s − ct) と書ける3からである。これらの関係を用いると, 角周波数と波数ベクト
ルに関するローレンツ変換は,

ω′ =
1 + β cos θ√

1− β2
ω, ω′ cos θ′ =

cos θ + β√
1− β2

ω,

のように書き換えられる。これらの式をさらに変形すると,

cos θ′ =
cos θ + β

1 + β cos θ
, (4.26)

ω′ =

√
1− β2

1− β cos θ′
ω, (4.27)

なる結果が得られる。これらの結果は, それぞれ, 光行差とドップラ効果を表している。こ
れらの式において, θがK系から見た光の到来方向で, θ′がK′から見た光の到来方向であ
る。さらに, ωがK系から見た光の角周波数, ω′がK′系から見た光の角周波数である。
光行差は, 運動する観測者から見たときに, その速度に依存して光の到来方向が異なっ
て見える現象である。光行差の現象は, 図 4.3に示すように, 観測者が見た光の相対速度と
関係している。光の速度はどのような慣性系から見ても一定値 cでしかありえないが, 到
来方向が θのとき (図 4.3 (a)), 光の速度の x方向成分は cx = −c · cos θである。これをK′

系から観測した場合 (図 4.3 (b))の速度 c′xは, 速度の変換則によって,

c′x = − cos θ + β

1 + β cos θ
c,

となることが計算される。当然, K′系から見ても光速は cであるので, この系から見た光
の到来方向は (4.26)のように変換される。このように速度変換を用いても, (4.26)を導く
ことができる。光行差によって, K′系から見た景色の位置関係は, K系から見た景色とは
異なっている。速度 vが正であれば, 必ず, cos θ′ > cos θとなるので, K′系から見た光の到
来方向はK系から見た方向に比べて前方に寄っている。極端な場合として, v = cの場合,

θに依らず, 必ず, cos θ′ = 1となる。例として, v = 0.8cのときの光行差による景色の変換
を図 4.3(c) に示す。観測者は図の原点に存在し, 基準となる慣性系Kに対して x軸方向に

3座標 sの方向に速度 cで伝搬する波の波動関数は, 一般的に, f(s− ct)のような関数で表される。そのため, 位相が ϕ = −k(s− ct)のように表されるはずである。
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速度 v = 0.8cで運動している。図示する球面は観測者が見た天球であり, 天球上に描いた
緯線のような複数の円はK系から見たときの光の到来方向を示す。この図によると, K系
から見たときに側面 (θ = 90◦)から到来する光が, 運動する観測者から見ると, 前方 37度
の方向から到来していることになる。つまり, ある基準の慣性系に対して相対速度をもつ
観測者が見る景色は, 基準の慣性系から見た景色に比べ前方に寄っている。この前方寄り
の度合いは速度が大きくなるほど激しくなり, 速度が極めて光速に近づくと, 景色は前方
の 1点に集結する。

θ

θ
′

c

c
′

x
= c · cos θ

′

c

cx = c · cos θ

x

x
′

(a) Observed from K frame.

(b) Observed from K′ frame.

(c) View shift caused by the aberration

x
′

z
′

θ = 30
◦

θ = 60
◦

θ = 90
◦

θ = 120
◦θ = 150

◦

of light (v/c = 0.8).

図 4.3: 相対論的な光行差による光の到来方向の変化
ドップラ効果は, 観測者と波源の相対速度によって現れる周波数変化の現象である。日
常では, 救急車が通り過ぎた後, サイレンの音が低くなるような例で音波のドップラ効果を
認識できる。これと同様に, 光についてもドップラ効果が発生し, その周波数変化は (4.27)

で与えられる。この式は, v → 0 の近似において, ニュートン力学における光のドップラ
効果と一致する。特別な場合として, 前方から到来する光を想定し, θ′ = 0を (4.27)に代
入すると,

ω′

∣

∣

∣

θ′=0
=

√

c+ v

c− v
ω, (4.28)

となる。電磁波のドップラ効果は, スピードガンでも応用されているように, 自動車の運
行速度程度の速さを十分に検出できる。ただし, その速度は光速に比べて非常に小さいの
でニュートン力学における近似 ω′ = (1 + v/c)ωと一致する。このときの, ωから ω′への
増分 (v/c)ωをドップラ周波数と呼ぶことがあるが, 対象となる速度が光速と比較できるよ
うになると, ドップラ周波数は, もはや, 速度 vには比例しなくなる。
もう一つの特別な場合として側面から到来する光を考えよう。その場合, θ′ = π/2を

(4.27)に代入すればよいので,

ω′

∣

∣

∣

θ′=π/2
=

√
1− β2 ω, (4.29)
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が得られる。ニュートン力学では側面から到来する光にはドップラ効果が現れないのだ
が, 相対性理論では, 側面から到来する光の周波数が√

1− β2倍される (周波数は小さく
なる)のである。これは, 横ドップラ効果と呼ばれる相対論的な現象である。横ドップラ
効果は, 運動する波源の時間がゆっくり進むことに起因して現れる現象である。

4.4.2 光行差の物理的解釈
電磁波の位相がスカラであることから電磁波のドップラ効果や光行差が導かれた。光行
差は観測者に接近する光が現実よりも前方から到来するように見える現象であり, 日常生
活から想像しにくい現象だ。光行差は, 光が有限の速さで伝搬するため, 現在の位置でな
く過去の位置から到来する光を見ていることに起因する。
光行差の物理的解釈を得るため, ある慣性系K∗に静止した光源から発射される光を観
測する場合を考えよう。光源はK∗系において, 区間座標 [x0, y0, 0]に静止している。別の慣性系としてK系を考えよう。K∗系はK系に対して, x軸方向に速度 uで運動している。
K系がK∗系に対して速度−uで運動していると考えてよい。これらの慣性系は, K系の
時計で t = 0のとき, 互いの座標の原点が重なり, その時点でK∗系の時計の読みが t∗ = 0

となるように時計合わせされるものとする。
互いの時計がゼロを刻むその瞬間に, それぞれの慣性系の原点に存在する観測者が光の
到来方向を評価することを考えよう。K∗系から見ると, 光源は必ず, [x0, y0, 0]に存在しているのだから, 到来方向 θ∗は,

cos θ∗ =
x0√

x2
0 + y20

, (4.30)

を満たす。ここで, 到来方向は xから測った角度だ。K系から見た光源の座標はローレン
ツ変換で計算できる。形式的に, K∗系からK系への座標変換を書くと,

x =
x∗ + ut∗√
1− u2/c2

, t =
t∗ + x∗u/c2√
1− u2/c2

,

が得られる。K∗系から見た光源の位置 x∗ = x0が定数であることに注意して, 上記ローレ
ンツ変換の第 2式は,

t∗ =
√
1− β2

u t−
βux

c
,

のように書き換えられる。ここで, βu ≡ u/cとおいた。この t∗を代入すると, K系から見
た光源の位置,

x =
√
1− β2

u x0 + ut,

が得られる。得られた数式は, K∗ 系が K系に対して速度 uで運動しているので, 光源
も uで運動しているように見えることを意味する。当然の結果だ。一方, t = 0のとき,

x =
√
1− β2

uとなるのは空間がローレンツ収縮を受けていることを示唆する。
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前段落のように定式化した光源の位置に基づき, t = 0において K系から見た光の到
来方向について図 4.4を用いて考察しよう。K系から見ると, t = 0に観測する光は x =√
1− βu x0 (点P)から発射された光ではない。光も有限の速度 cで伝搬するので, 過去の
位置 (点 P̂)から発射された光を観測するはずだ。その過去の位置から観測者がいる原点

x0

√

1− β2
u x0

θ∗
θ

y0

O

PP̂

x

P
∗

y

c

u

l

x∗

βul

図 4.4: 光の伝搬遅延による光行差の説明
までの距離をOP̂ = lとすると, 光は t = −l/cに発射されたことになる。光が観測者に届
くまでの時間 l/cに, 光源は x軸方向に u (l/c) = βulだけ移動するはずだ。つまり, 光が発
射された時点で光源は,

x =
√
1− β2

u x0 − βul, (4.31)

に存在していたということだ。一方, 光源と x軸の距離は時間に依存せず常に y0である。このとき, OP̂に関する三平方の定理は,

l2 =
(√

1− β2
u x0 − βul

)2

+ y20,

のように記述される。この方程式を距離 lについて解いて得られる解:

l =
− βux0 +

√
x2
0 + y20√

1− β2
u

,

を, (4.31)に代入すると, 原点で観測される光が発射された位置:

x =
x0 − βu

√
x2
0 + y20√

1− βu

,

が得られる。これで t = 0に観測者が見ている光の発射場所が特定できた。その光の到来
方向を θとすると,

cos θ =
x

l
=

x0 − βu

√
x2
0 + y20

− βux0 +
√
x2
0 + y20

,

であるが, K∗系から見た到来方向の条件 (4.30)に注意すると,

cos θ =
cos θ∗ − βu

1− βu cos θ∗
, (4.32)
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が導出される。この数式は位相のスカラ性から導かれる光行差 (4.26)と一致する。この計
算結果と比較から, 光が有限の速度で伝搬すること, すなわち, 観測者が過去の光を見てい
ることが光行差の要因だと解釈できる。
上での議論は, 光源が存在する慣性系と観測者の慣性系の間での光行差を取り扱った。
さらに別の慣性系K′を考えよう。K′系はK系に対して, x軸方向に速度 vで移動する。さ
らに, 時刻 t = 0でK′系の原点がK系の原点と重なり, その時点で t′ = 0となるように時
計合わせされていることを仮定する。上と同様に無次元化した速度 β ≡ v/cを用いると,

K′系では,

cos θ′ =
cos θ∗ − β′

1− β′ cos θ∗
, (4.33)

のように光行差が生じるはずだ。ここで, β′ ≡ v′/cはK′系に対するK∗系の速度である。
すなわち,

β′ =
βu − β

1− ββu

,

が成立する。前段落で導出した (4.32)を θ∗について解くと,

cos θ∗ =
cos θ + βu

1 + βu cos θ
,

が得られる。この数式を (4.33)に代入すると,

cos θ′ =
cos θ + βu − β′ (1 + βu cos θ)

1 + βu cos θ − β′ (cos θ + βu)

=
(1− ββu)(cos θ + βu)− (βu − β)(1 + βu cos θ)

(1− ββu)(1 + βu cos θ)− (βu − β)(cos θ + βu)

=
cos θ + β

1 + β cos θ
,

のように, K′系から見た光の到来方向が計算できる。この数式変形は, 第 1行目で cos θ∗

を消去し, 第 2行目で θ′を消去している。計算の結果, βuの依存性が消え, (4.32)と同じ
形式の数式が得られた。条件設定として, 光源はK系やK′系に存在していない。つまり,

θと θ′はどちらも光行差を受けた到来方向であり, それらの関係が, 光源の速度 u, あるい
は, βuに依存しないことが驚くべき結果だ。

4.4.3 ドップラ効果と光量子仮説
特定の体積に含まれる光のエネルギーをローレンツ変換し, その結果をドップラ効果と
比較すると, 光量子仮説に矛盾しない興味深い関係が得られる。正確に言うと, 特定の体
積に含まれる光のエネルギーを異なる 2つの慣性系で観測した場合, エネルギーは各慣性
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系で測定した周波数に比例するのだ。対象とする体積を光子が 1個しか入れない体積とす
れば, それは光子 1個のエネルギーである。光量子仮説によると角周波数ωに対応する光
子のエネルギーは, Eem = h̄ωのように周波数に比例する。それでは, 光量子仮説との関連
を連想させる興味深い関係式を導出しよう。
伝搬する体積の変換 対象とする体積片は, K系からみて x軸と角度 θをなす方向から光
速で到来する半径 1の球とする。体積片の中心が原点を通過する時刻を t = 0とすると,

その球の表面は,

(x+ ct cos θ)2 + (y + ct sin θ)2 + z2 = 1,

なる数式で表される。なお, 簡単のため, 体積片の運動方向を xy平面内に限定した。座標
軸の方向を任意に選べることを考えると, この限定は一般性を欠くものではない。ローレ
ンツ変換:

x =
x′ + β ct′√
1− β2

, y = y′, z = z′, ct =
ct′ + β x′

√
1− β2

,

によってK′系からみた場合に変換すると, 球面は,

[

(1 + β cos θ)x′ − (cos θ + β)ct′√
1− β2

]2

+

[

y′ +
(ct′ + βx′) sin θ√

1− β2

]2

+ z′2 = 1,

のようになる。計算を簡略化するため, 光の伝搬方向 θを光行差の式によってK′系から見
た角度 θ′に書き換えると, 上の数式は

[ √
1− β2

1− β cos θ′
x̄′

]2

+

[

ȳ′ +
β sin θ′

1− β cos θ′
x̄′

]2

+ z̄′2 = 1,

のように変換される。ただし, x̄′ ≡ x′ + ct′ cos θ′, ȳ′ ≡ y′ + ct′ sin θ′, z̄′ ≡ z′とおいた。つ
まり, [x̄′, ȳ′, z̄′]は, K′系からみた光の中心を原点とした座標である。この数式を計算して
整理すると,

1 + β cos θ′

1− β cos θ′
x̄′2 + ȳ′2 +

2β sin θ′

1− β cos θ′
x̄′ȳ′ + z̄′2 = 1, (4.34)

となる。この数式は図 4.5に示すような傾いた回転楕円体の表面を表す。この図は, 回転
楕円体を z̄′ = 0の平面で切断したときの断面を表している。後に数式で示すが, 回転楕円
体は z̄軸について時計回りに角度 θ′/2だけ傾いている。図 4.5の太い矢印は光の伝搬方向
を示す。また, (4.34)について x̄′ = 0とすればわかるように, 観測者の速度や光の伝搬方
向に関係なく, 回転楕円体が ȳ′ = 1で ȳ軸と交わることも特徴である。
数式 (4.34)が示す楕円の大きさと傾きを得るため, 楕円の長軸と短軸を, それぞれ, ξ′軸,

η′軸のように設定する。もう一つ必要な座標軸を ζ ′軸とし, これは z̄′軸と同一であるとす
る。それら座標軸方向の回転楕円体の半径をAξ′ , Aη′ , Aζ′としよう。この座標系の ξ′η′平
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1

θ

Aη′

Aξ′

(a) Observed in K frame. (b) Observed in K′ frame.
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ȳ

x̄

ȳ′
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1
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図 4.5: 光とともに伝搬する体積の変換

面が, x̄′ȳ′平面を反時計回りに角度 ϕだけ回転した平面だとすれば, 回転楕円体の表面は,
(

cos2 ϕ

A2
ξ

+
sin2 ϕ

A2
η

)

x̄′2 +

(

sin2 ϕ

A2
ξ

+
cos2 ϕ

A2
η

)

ȳ′2

+ 2

(

1

A2
ξ

− 1

A2
η

)

x̄′ȳ′ sinϕ cosϕ+
z̄2

A2
ζ

= 1,

となる。この数式と, ローレンツ変換から求めた回転楕円体 (4.34)の係数を比較すると,

回転楕円体の大きさと傾きは,

Aξ′ =

√

1− β cos θ′

1− β
, Aη′ =

√

1− β cos θ′

1 + β
, Aζ′ = 1, ϕ =

θ′

2
,

となることがわかる。回転楕円体を ζ ′ = 0の平面で切断した断面となる楕円の長軸と短
軸の比は, Aξ′/Aη′ =

√
(1 + β)/(1− β)となり, 光の伝搬方向 θ′には無関係である。また,

回転楕円体は, K′系からみた光の伝搬方向の 2分の 1の角度だけ傾いている。先ほど求め
た楕円球のパラメータから, K系からみた球の体積を V としたとき, K′系からみた楕円球
の体積 V ′は,

V ′ =
1− β cos θ′√

1− β2
V =

√
1 + β2

1 + β cos θ
V,

となり, ドップラ効果を受けた周波数に反比例する。この計算の最後で, 再び光行差の公
式を適用し, K系からみた到来方向 θを用いた表現に戻している。ここで導出した結果を
用いて, 観測者の周囲から到来する光の塊の形状を図 4.6に示す。静止系 (K系)からみた
場合に光の塊が球としたときの形状変化を図示している。中央に描かれた三角形が観測者
である。K′系の速度が β = 0.6であることから, K′系からみた光の塊は, 短軸に対する長
軸の比が 2である楕円球である。しかも, 楕円球の中心を通る ηζ 平面で切断した断面が
必ず同じ大きさの円になる。楕円球は光の到来方向に応じて, 図 4.6に示すように向きを
変えながら, 大きさも変化している。
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(a) Observed in K frame. (b) Observed in K′ frame. (β = 0.6)

図 4.6: 周囲から到来する光の形状

電場の振幅の変換 マクスウェルの方程式によると, 電場, 磁束密度, 電磁波の伝搬方向は
右ねじの法則にしたがって直交している。しかも, 磁束密度の大きさBは, 電場の大きさ
EとB = E/cの関係で結ばれている。ここでは, 電磁波が, K系からみて xy平面上を x

軸と角度 π + θをなす方向に伝搬している (θの方向から到来している)とする。この条件
では, 電場の振動方向は一意的に定まらず, 電磁波の伝搬方向を軸として回転した任意の
方向に設定できる。その電場が任意の方向を向いていることを偏波と呼ぶ。一般の偏波は
次の 2つの偏波を一次結合すれば得られる。

E波 電場が z軸方向を向き, 磁束密度が xy平面上を這っている。
B波 磁束密度が z軸方向を向き, 電場が xy平面上を這っている。
これら二つの設定を描くと図 4.7のようになる。この図において, z軸は紙面の裏から
表に抜ける方向である。また, 中央に黒点がある白丸は, 同様に紙面の裏から表に抜ける
ベクトルを示している。図中のベクトル kが光の伝搬方向である。

θ

θ

E

E

B

B

k

k

E
c cos θ

−

E
c sin θ

−E cos θ

E sin θ

x

x

y
y

(a) E-wave case. (b) B-wave case.

図 4.7: 伝搬方向が与えられたときの電場の偏波方向成分

E波の場合, 電磁場のベクトルは図 4.7 (a)のような方向を向いている。この図に基づい
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て電場Eと磁束密度Bを成分表示すると,

E =
[

0, 0, E
]

,

B =
[

−E

c
sin θ,

E

c
cos θ, 0

]

,

である。この場の成分に対し, 電磁場のローレンツ変換を適用してK′系からみた電場を
計算すると,

E′ =

[

0, 0,
1 + β cos θ√

1− β2
E

]

,

が得られる。これより, K′系からみた電場の大きさE ′は,

E ′ =
1 + β cos θ√

1− β2
E,

となり, ドップラ効果を受けた周波数に比例する。
B波の場合, 電磁場のベクトルは図 4.7 (b)のような方向を向いている。この図に基づい
て電場Eと磁束密度Bを成分表示すると,

E =
[

E sin θ, −E cos θ, 0
]

,

B =
[

0, 0,
E

c

]

,

である。この場の成分に対し, 電磁場のローレンツ変換を適用してK′系からみた電場を
計算すると,

E′ =

[

E sin θ, − cos θ + β√
1− β2

E, 0

]

,

が得られるので, K′系からみた電場の振幅E ′は
E ′ =

1 + β cos θ√
1− β2

E

となり, E波と同様にドップラ効果を受けた周波数に比例する。
E波においても, B波においても, K′系からみた電場の大きさはともに同じ大きさになっ
ている。つまり, どのような比率で一次結合してもE ′とEの関係は同じ関係式で表され
る。したがって, 偏波方向とは無関係に,

E ′ =
1 + β cos θ√

1− β2
E,

が成立し, 電場の振幅はドップラ効果を受けた周波数に比例するのである。
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特定の体積中の電磁エネルギー 体積と電場の振幅を異なる慣性系の間で変換すること
ができたので, 特定の体積中に含まれる光のエネルギーを評価しよう。電場Eと磁束密度
Bが与えられたとき, 真空中でのエネルギー密度 εemは,

εem =
1

2

(

ε0|E|2 + |B|2
µ0

)

= ε0|E|2,

となる。右辺への数式変形において, ε0µ0 = 1/c2と, 伝搬する場の振幅の関係 |B| = |E|/c
を用いた。エネルギー密度に体積を乗じれば体積中に含まれるエネルギーが計算できる。
すなわち, 電磁エネルギーはEem = εemV で計算できる。K′系からみた電磁エネルギーを
計算するにあたり, 体積がドップラ効果を受けた周波数に反比例し, 電場の振幅がドップラ
効果を受けた周波数に比例することを利用する。すると, K′系からみた電磁エネルギーは,

E ′

em = ε0E
′2V ′2 =

1 + β cos θ√
1− β2

· ε0V E2 =
1 + β cos θ√

1− β2
Eem,

となる。改めて結果を書くと,

E ′

em =
1 + β cos θ√

1− β2
Eem,

のように変換されることがわかる。したがって, 特定の体積中に含まれる電磁エネルギー
はドップラ効果を受けた周波数に比例する。つまり, この結果を

E ′

em

ω′
=

Eem

ω
,

のように書いてもよい。相対性の原理より, 観測された光の周波数がドップラ効果を受け
た周波数かを知るすべはないので, 特定の体積に含まれる電磁エネルギーは周波数に比例
するといったほうがよいであろう。注目する体積が, 光子 1個分の体積だったとすると, 光
子 1個のエネルギーは周波数に比例する。この推察はEem = h̄ωなる光量子仮説と矛盾し
ない。

4.5 力の変換
電磁場の変換則を用いて, 荷電粒子に作用する力を考察してみよう。質量がmで, かつ,

電荷 eをもつ荷電粒子が, ある時点でK′系に対して瞬間的に静止していたとする。そのと
き, 荷電粒子に働く力はニュートン力学が近似的に成立するので,

m
d2r′

dt′2
= eE′, (4.35)

が成り立つ。ここで, r′はK′系における位置ベクトルである。また, 電荷 eにあえてプラ
イム (′)をつけていないのは, 前節で導出したように, 電荷がローレンツ変換に対して不変
であることによる。
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それでは, (4.35)にローレンツ変換を適用し, 相対論的な力を定義してみよう。具体的
には左辺に加速度の変換式 (3.11)を適用し, 右辺に電場の変換式 (4.17)を適用する。 す
ると,

m

(1− β2)3/2
d2x

dt2
= e(E + v×B)x, (4.36a)

m√
1− β2

d2y

dt2
= e(E + v×B)y, (4.36b)

m√
1− β2

d2z

dt2
= e(E + v×B)z, (4.36c)

が得られる。右辺のベクトルに付加した添え字 x, y, zは, それぞれ, ベクトルの x, y, z成
分であることを意味する。これは, ある時点でK′系に対して相対的に静止する荷電粒子
をK系から観測したときの運動方程式である。別の見方をすれば, この方程式はK系に対
して x軸方向に速度 vで運動する荷電粒子の運動方程式である。その荷電粒子の速度は x

軸方向に限定されているが, その速度を任意のベクトル uに拡張することは容易である。
すなわち, K系に対して任意の速度uで運動する荷電粒子の運動方程式は,

m

(1− β2)3/2
d2r//

dt2
= e(E + u×B)//, (4.37)

m√
1− β2

d2r⊥

dt2
= e(E + u×B)⊥, (4.38)

となることが推測できる。ここで, ベクトルに付した添え字 //は速度ベクトル uに平行
な成分, 添え字⊥はuに垂直な成分を表す。この運動方程式の右辺はともにローレンツ力
となっている。ローレンツ力は, 1895年にローレンツが彼の電子論において紹介した力で
あり, それはマクスウェルの方程式の原文におけるファラデーの法則4から導かれる。アイ
ンシュタインが特殊相対性理論を発表した 1905年においても, ローレンツ変換は検証さ
れていなかった。しかし, 相対性理論ではマクスウェルの方程式をローレンツ変換した結
果, ローレンツ力は必然的に現れるので, 相対性理論はローレンツの電子論を後援する存
在となったことだろう。相対性理論によらない電磁力学におけるローレンツ力の解釈は,

運動する荷電粒子が磁場によってその進路を曲げられるということである。しかし, 相対
性理論を導入すれば, 磁場が荷電粒子の進路を曲げるしくみが見えてくる。ある慣性系K

に対して相対速度をもつ荷電粒子から見た電場は, K系から見た電場とは異なっている。
そのため, 荷電粒子は電場による力を受けているに過ぎないのだが, K系から見ると, 荷電
粒子があたかも電場以外の何かによって力を受けているように見える。その電場以外の何
かを, 磁場と定義するのである。

4本書に記載しているマクスウェルの方程式は, 1884年にヘビサイド (heaviside)が書き直した方程式である。マクスウェルの原文におけるファラデーの法則は, E = µv×H −∇φ− ∂A/∂t のように記述されていた。
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どの立場でローレンツ力を解釈するにせよ, K系に対して任意の速度uで運動する荷電
粒子に作用する力は,

K = e (E + u×B), (4.39)

であると考えるのが理にかなっている。この力を速度 uに平行な成分K//と垂直な成分
K⊥に分離すると,

K// =
ma//

(1− β2)3/2
, K⊥ =

ma⊥√
1− β2

, (4.40)

のように書くことができる。ここで, a ≡ d2r/dt2は加速度ベクトルである。この方程式
はニュートン力学におけるK = maに対応する方程式である。
さて, (4.40)で与えられる力Kに対する変換を求めてみよう。そのためには, (4.40)が
任意ベクトルu の方向に依存した形で書かれているのが不便なので,

K =
ma√

1− u2/c2
+

mu

(1− u2/c2)3/2
a · u
c2

, (4.41)

のように書き直しておく。この式は, 単純にK = K//+K⊥を計算すれば導出できる。相対性の原理より, 当然, 異なる慣性系K′でも同じ規則性:

K ′ =
ma′

√
1− u′2/c2

+
mu′

(1− u′2/c2)3/2
a′ · u′

c2
,

が成立すべきである。この式の x, y, zすべての成分について, すでに求めた速度と加速度
のローレンツ変換を代入していけば力の変換が導出できるはずである。すべての成分に共
通して現れる速度と加速度の内積 a′ · u′は,

a′ · u′ =
(1− β2)3/2

(1− vux/c2)4

[

(

1− vux

c2

)

(a · u)−
(

1− u2

c2

)

vax

]

,

のように変換される。さらに速度と加速度の変換を代入していくと,

K ′

x =
1

1− vux/c2

[

max√
1− u2/c2

+
mux

(1− u2/c2)3/2
a · u
c2

− mv

(1− u2/c2)3/2
a · u
c2

]

,

K ′

y =

√
1− β2

1− vux/c2

[

may√
1− u2/c2

+
muy

(1− u2/c2)3/2
a · u
c2

]

,

K ′

z =

√
1− β2

1− vux/c2

[

maz√
1− u2/c2

+
muz

(1− u2/c2)3/2
a · u
c2

]

,

が得られる。この結果を整理して書くと, 力の変換則は
K ′

x =
Kx − v P/c2

1− vux/c2
, K ′

y =
Ky

√
1− β2

1− vux/c2
, K ′

z =
Kz

√
1− β2

1− vux/c2
, (4.42)
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という形で表すことができる。力の x成分に関する変換則に現れる P は,

P =
ma · u

(1− u2/c2)3/2
,

であり, 物理的には (3.17)で既に紹介されている単位時間当たりのエネルギー増加率, す
なわち, 仕事率を意味する量である。
ところで, 力の変換を求めるにあたり, ローレンツ力が運動する荷電粒子に作用する力
であると仮定した。そのローレンツ力は本当に, 導出した力の変換式にしたがうのだろう
か? したがわないのであれば, ローレンツ力が荷電粒子に作用する力である仮定は正しく
ないことになるし, 力の変換式さえも誤りである可能性が出てくる。その仮定を確かめる
意味で, ローレンツ力を変換してみると,

e(E′ + u′ ×B′)x =
e [E + u×B]x − v (eE · u)/c2

1− vux/c2
,

e(E′ + u′ ×B′)y =
e [E + u×B]y

√
1− β2

1− vux/c2
,

e(E′ + u′ ×B′)z =
e [E + u×B]z

√
1− β2

1− vux/c2
,

が得られる。ローレンツ力の x成分に関して, eE · uは電荷 eをもつ荷電粒子に作用する
仕事率であるので, ローレンツ力も力の変換則にしたがうことがわかる。よって, この節
で導出した力の変換則には矛盾がないことが示された。

4.6 運動する物質内の電磁場
これまで真空中に点在する荷電粒子による電磁場を議論してきた。これに対して, 物質
内部の電磁場を取り扱うには, 誘電率 ε, 透磁率 µといった物質固有のパラメータが必要と
なる。これらのパラメータは電場Eと磁束密度Bを

D = εE, H = B/µ, (4.43)

のような関係によって電束密度Dと磁場Hに変換することができる。一方, 伝導率 σを
用いると, オームの法則:

jc = σE, (4.44)

によって物質内部の伝導電流密度 jcを表現できる。伝導電流密度とは自由電子による電流の密度である。これに対して, 電荷密度 ρをもつ物質自体が速度 vで運動することによ
る電流密度 ρvを運搬電流密度という。マクスウェルの方程式に現れる電流密度は,

j = jc + ρv,
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のように伝導電流密度と運搬電流密度の和である。
しかしながら, 第 4.1節で電磁場の変換を導出した際に, 真空以外ではD = εE, H =

εB/µが成り立たないことを述べた。これから導出するが, 実は, 物質内部における電場
と電束密度, または, 磁束密度と磁場の関係には速度に関する項が含まれる。観測者の運
動速度によって変換則が異なるのは相対性の原理に反するようにも聞こえるが, そうでは
ない。確かに, 真空では自分が静止しているかを判定するすべがないのであらゆる慣性系
は同じ物理法則が成り立つと考えるのが自然である。しかし, 空気や水のような物質中で
は, 物質に対してゼロでない相対速度で運動すると, その相対速度に依存した抵抗力が働
くため, 媒質内に性質する観測者と運動する観測者は相対的でなく, 相対性原理の適用外
である。
相対性原理が成立しないが, K系に対して速度 uで運動する物質内の電場と電束密度,

磁場と磁束密度の関係を導出しよう。第 4.1節で導出した結果によると, この物質と併走
する慣性系K∗から見た電磁場は,

E∗

// = E//, E∗

⊥
=

E⊥ + u×B√
1− u2/c2

, (4.45a)

B∗

//
= B//, B∗

⊥
=

B⊥ − u×E/c2√
1− u2/c2

, (4.45b)

D∗

// = D//, D∗

⊥
=

D⊥ + u×H/c2√
1− u2/c2

, (4.45c)

H∗

// = H//, H∗

⊥
=

H⊥ − u×D√
1− u2/c2

(4.45d)

のように変換される。ここで, 速度uの方向は任意であり, 添え字 //を付したベクトルは
その速度と平行な成分, ⊥を付したベクトルは速度と垂直な成分を表す。慣性系K∗から
見ると物質は静止しているので, 非相対論的な関係D∗ = εE∗, H∗ = B∗/µが成立すると
考える。この関係は,

D +
u

c2
×H = ε (E + u×B) , (4.46a)

H − u×D =
1

µ

(

B − u

c2
×E

)

, (4.46b)

のように書くことができる。この連立方程式を解けばK系から見たときの電界と電束密
度, 磁束密度と磁界の変換を得ることができる。この方程式を解くには, 次のような操作
をすればよい。 まず, (4.46a)の両辺に左からuを外積すると,

u×D + (u ·H)
u

c2
− u2

c2
H = ε

[

u×E + (u ·E)u− u2E
]

, (4.47)
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が得られる。一方, (4.46a)の両辺に uを内積した場合, u ·D = εu ·Eが得られるので,

(4.47)は
u×D = εu×E +

(

ε− 1

c2µ

)

(u ·B)u− εu2B +
u2

c2
H ,

のように変形できる。これを (4.46b)に代入すればDを消去できるので, HをBとEの
関係式で表現することができる。同様の操作をすれば, Dについても解くことができる。
その結果として,

D =
1

1− u2/c2

{(

ε− u2

c4µ

)

E +

(

ε− 1

c2µ

)

[

u×B − (u ·E)
u

c2

]

}

, (4.48)

H =
1

1− u2/c2

{(

1

µ
− u2ε

)

B +

(

ε− 1

c2µ

)

[

u×E + (u ·B)u
]

}

, (4.49)

が得られる。これが等速運動する物質内の電磁場の関係式である。この関係を逆に解けば,

E =
1

1− u2/c2

{(

1

ε
− u2µ

)

D +
(

1

c2ε
− µ

) [

u×H − (u ·D)u
]}

, (4.50)

B =
1

1− u2/c2

{(

µ− u2

c4ε

)

H +
(

1

c2ε
− µ

) [

u×D + (u ·H)
u

c2

]

}

, (4.51)

なる関係を得ることができる。非相対論では電荷密度Dは単純に電場Eに比例していた
が, 相対性理論では電荷密度Dは電場Eにも磁束密度Bにも依存し, 観測者に対する物
質の相対速度uの依存性が含まれている。特別な場合として, 誘電率が ε0, 透磁率が µ0のときは速度uについての依存性が消える。一般の誘電率と透磁率の場合について, u/cの
1次近似をとると,

D ≃ εE +

(

ε− 1

c2µ

)

u×B, H ≃ B

µ
+

(

ε− 1

c2µ

)

u×E,

となるので, 非相対論的電磁気学におけるEとD, または, BのH関係は, u/cの 0次近
似にすぎないことがわかる。
次にその物質内の電荷密度と電流密度を考えてみよう。K系から観測した電流密度は,

物質自体がK系に対して相対速度uで運動しているため,

j = jc + ρu,

のように伝導電流と運搬電流の和で表される。それを考慮して物質と併走するK∗系から
観測した電荷密度を求めると,

ρ∗ =
√
1− u2/c2 ρ− (u · jc)/c√

1− u2/c2
,
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が得られる。これをK系から見た電荷密度 ρについて解くと,

ρ =
ρ0√

1− u2/c2
+

(u · jc)/c√
1− u2/c2

, (4.52)

となる。ここで, 静止電荷密度の意味で ρ0 ≡ ρ∗という記号に置き換えた。相対速度をも
つ別の慣性系から見ると, 伝導電流が電荷密度に変換されてしまうことがこの結果からわ
かる。すると, 当然, その変換は運搬電流密度にも当てはまることなので, 電流密度を伝
導電流と運搬電流に分けた場合, その混合率は観測者の速度によって異なるということで
ある。
一方, 電流密度に関して変換則を書いてみると,

j∗// =
(jc// + ρv)− ρv√

1− u2/c2
, j∗

⊥
= j⊥,

となる。慣性系K∗は物質と併走しているので, この系から見ると運搬電流が存在しない,

すなわち, j∗ = j∗cである。よって, 伝導電流密度は,

j∗c// =
jc//√

1− u2/c2
, j∗c⊥ = jc⊥, (4.53)

のような変換則にしたがうことがわかる。さらに, 物質と併走するK∗系からの観測量は
非相対論的な近似が成り立つので, オームの法則 j∗c = σE′が成り立つ。これをK系から
見た観測量に変換すると,

jc =
σ√

1− u2/c2

[

E + u×B − (E · u) u
c2

]

, (4.54)

となる。これが運動する物質におけるオームの法則である。

4.7 分極ベクトルと磁化ベクトル
物質内部の誘電率と透磁率が ε0と µ0でないのは, 物質内部で電気分極と磁化が発生す
るからである。電気分極は, 物質分子が電場の影響を受けて物質内部に電気的な偏りが現
れる現象である。磁化は, 磁場によって物質の電子軌道, または, 電子スピンが影響を受け
る現象である。この節では, 相対性理論的な分極と磁化を扱う。
前節と同じように, ある物質がK系に対して速度uで運動している。この速度は x軸方
向とは限らない任意のベクトルであるとする。この物質と併走する慣性系をK∗とし, こ
の慣性系から観測される電場や磁束密度のような観測量はE∗, B∗のようにアスタリスク
(∗)を右肩に付した記号で表すものとする。この物質内部に発生する分極と磁化を, それ
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ぞれ, P ∗, M ∗とすれば, 物質と併走する慣性系K∗から見れば非相対論的な近似が成り立
つので,

D∗ = ε0E
∗ + P ∗, H∗ =

B∗

µ0

−M ∗, (4.55)

と書くことができる。
ところで, 分極ベクトルと磁化ベクトル以外の観測量は既に座標変換に対してどのよう
に変換されるのかがわかっている。電場E∗と磁束密度B∗を速度ベクトルuに平行な成
分と垂直な成分に分離すると,

E∗

//
= E//, E∗

⊥
=

E⊥ + u×B√
1− u2/c2

, (4.56a)

B∗

//
= B//, B∗

⊥
=

B⊥ − u×E/c2√
1− u2/c2

, (4.56b)

のように, K系から観測される量との関係を表すことができる。当然, (4.55)は,

D// = D∗

//
, D⊥ =

D∗

⊥
− u×H∗/c2√
1− u2/c2

, (4.57a)

H// = H∗

//
, H⊥ =

H∗

⊥
+ u×D∗

√
1− u2/c2

, (4.57b)

によってK系から見た観測量に変換できる。それでは, (4.57a)を適用して, K系から見る
と分極がどのように観測されるかを導出してみよう。まず, (4.57a)に (4.55)を代入すると,

D// = ε0E
∗

//
+ P ∗

//
,

D⊥ =
1√

1− u2/c2

[

ε0E
∗

⊥
+ P ∗

⊥
− u

c2
×
(

B∗

µ0

−M ∗

)]

,

が得られる。この式の右辺に含まれるE∗とB∗に (4.56a)と (4.56a)を代入すると,

D// = ε0E// + P ∗

//, D⊥ = ε0E⊥ +
P ∗

⊥
+ u×M ∗/c2√
1− u2/c2

, (4.58)

であることが導かれる。磁場Hについても同様の数式変形をすると,

H// =
B//

µ0

−M ∗

//
, H⊥ =

B⊥

µ0

+
M ∗

⊥
− u×M ∗

√
1− u2/c2

, (4.59)

が得られる。これらの結果を見ると, 速度uに対する平行成分と垂直成分はともに, 右辺
第 2項がK系から見た分極ベクトル, 磁化ベクトルであると考えられる。よって, これら
の式を単純に

D = ε0E + P , H =
B

µ0

−M , (4.60)
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のように書き換えても構わない。この関係式は (4.55)と同じ形であり, しかも, 速度ベク
トルuの任意性から, どの慣性系から見ても, (4.60)が成り立つことがわかる。さらに, 結
果の予想はつくだろうが, (4.60)を (4.15)と (4.16)に代入すれば, K系に対して x軸方向
に速度 vで運動するK′系から見た分極ベクトルと磁化ベクトル:

P ′

//
= P //, P ′

⊥
=

P⊥ − v×M/c2√
1− β2

, (4.61)

M ′

//
= M //, M ′

⊥
=

M⊥ + v×P√
1− β2

, (4.62)

を得ることができる。この関係は, (4.59)と (4.59)の右辺第 2項に現れる分極ベクトルと
磁化ベクトルとも矛盾しない変換式になっている。

4.8 電磁放射
荷電粒子が印加される交流電場などによって加速度運動すると, 荷電粒子は電磁波を周
囲に放射し, エネルギーを失うことが電磁気学によってわかっている。放射される電磁波
こそが光である。本節では, 電磁波の放射に関わる物理現象を調べる。

4.8.1 荷電粒子のエネルギー損失
加速する荷電粒子は, 電磁波の形で電磁エネルギーを放射する。その放射によって, 荷
電粒子はエネルギーを失う。単位時間あたりにどれくらいのエネルギーを失うのか, 本項
で考察してみよう。
電磁場のエネルギーの収支は, 電荷と電流の関係と同様に, 流れの方程式で記述できる。
真空中では, 電磁場のエネルギーに関する流れの方程式は,

∂u

∂t
+∇·S = 0,

なる方程式で記述できる。ここで, uは電磁エネルギー密度, Sはポインティングベクトル
であり,

u =
1

2

(

ε0|E|2 + |B|2
µ0

)

, S = E × B

µ0

,

のように定義される。流れの方程式を積分形式に書き換えると,

− dW

dt
=
∫

S · n dS, (4.63)
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なる形で記述できる。ここで, 右辺の積分域は荷電粒子を中心とする半径が無限大の球面
であり, W は球の内部に含まれるエネルギー (uを球の内部でタイ積分した量)である。左
辺は単位時間あたりのW の減少率である。言い換えると, 左辺は単位時間あたりに荷電
粒子が失うエネルギーである。一方, 右辺に含まれるnは積分域である球面の法線ベクト
ルである。そのベクトルは同時に電磁波の伝搬方向であると考えてもよい。
放射電場と放射磁束密度は, 非相対論近似で,

Erad =
e

4πε0

n× (n× β)

R
, Brad =

eµ0

4π
n× n× (n× β)

R
,

である。放射場の振幅は, 放射源からの距離に反比例するのだ。ポインティングベクト
ルは,

S =
|Erad|
cµ0

n =
e2

16π2ε0c

∣

∣

∣n× (n× β̇)
∣

∣

∣

2

R2
n,

のように計算される。ポインティングベクトルをエネルギーの放射率 (4.63)に代入して
具体的に計算しよう。ただし, 積分範囲は半径Rの球面とするので, 水平角 ϕと天頂角 θ

を積分変数として用いる。座標の設定としては, 図 4.8に示すように, 加速度 β̇が z軸に
なるように設定している。速度 βの方向については特に気にしなくてよい5。このとき,

ϕ

θ

x

y

z

n

β̇

β

O

図 4.8: 放射電磁場のベクトルの関係

電磁波の放射方向として, 水平角 ϕと天頂角 θを設定する。すると, 球面上の微小面積が
dS = R2 dθ dϕ となるので,

− dW

dt
=

e2

16π2ε0c

∫ 2π

0

dϕ
∫ π

0

∣

∣

∣n× (n× β̇)
∣

∣

∣

2

sin θ dθ

=
e2

8πε0c

∫ π

0

∣

∣

∣(n · β̇)n− β̇
∣

∣

∣

2

sin θ dθ

5この時点で相対論的効果を考慮する場合, 被積分関数に速度ベクトル βが含まれるので, βの方向を気にしなければならない。
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=
e2

8πε0c

∫ π

0

∣

∣

∣β̇ cos θ · n− β̇
∣

∣

∣

2

sin θ dθ

=
e2

8πε0c

∫ π

0

β̇2(1− cos2 θ) sin θ dθ

=
e2

8πε0c

∫ 1

−1

β̇2(1− cos2 θ) d cos θ =
e2

6πε0c
β̇2,

のように数式変形できる。第 2行目への数式変形には, ϕについての積分を実行し, さら
に, ベクトル公式:

A× (B ×C) = (B ·C)B − (A ·B)C,

を利用した。第 3行目への数式変形では, β̇とnが θの角度をなすことを利用した。得ら
れた数式は,

− dW

dt
=

e2

6πε0c3
u̇2, (4.64)

と書き換えることができる。この数式は, 加速度運動する荷電粒子が単位時間に放射する
電磁エネルギーの非相対論近似である。この数式は単位時間に放射されるエネルギーであ
るので, この量は無線工学の分野で放射電力と呼ばれる。無線機から放射される電磁波の
エネルギーは (4.64)にしたがうのだ。放射される電磁波は交流電磁場である。交流電磁場
をつくるには, 荷電粒子の往復運動が必要になる。往復運動するということは, 荷電粒子
に加速度が生じているため, 電磁放射をするのである。
素粒子物理学の検証に用いる粒子加速器では, 電子や陽子がほぼ光速まで加速され, 加
速器内を周回するため, その加速度で強烈な電磁放射が発生する。粒子加速器で発生する
電磁放射は相対論的効果を無視することができない。上で導出した (4.64)を相対論的な数
式に書き換えよう。書き換えるには, 加速度の自乗 β̇2を相対論的な量に書き換えればよ
い。第 3.2節で導出した加速度の変換公式をベクトル形式に書き直すと,

β̇
′

u// =
(1− β2)3/2

(1− β · βu)3
β̇u//,

β̇
′

u⊥ =
1− β2

(1− β · βu)3

[

(1− β · βu) β̇u⊥ + (β · β̇u)βu⊥

]

,

が得られる。この数式では, 速度も加速度も光速 cで正規化している。この数式は, 二つの
慣性系KとK′の間の加速度変換であり, K系に対してK′系が正規化速度βで運動してい
る。K系とK′系から見た荷電粒子の正規化速度が βuと β′

u, 正規化加速度が β̇uと β̇uである。また, 添え字 //と⊥は, それぞれ, 正規化速度βに平行な成分と垂直な成分を表す。
電磁放射エネルギーの数式 (4.64)に相対論効果を入れるには次のように考える。K′系
はある時点で (おそらく一瞬だけ)荷電粒子と並走している。その時点の短い期間で, K′か
ら見ると荷電粒子の速度はゼロか非常に小さいので非相対論近似が成立する。つまり, 電

101



磁波の放射電力が,

P ′

rad =
e2

6πε0c
β̇′ 2,

となるのである。この量をK系の変数で書き換えるのである。荷電粒子がK′と並走して
いることから, βu = βである。当然ながら, βu⊥ = 0であることにも注意しておこう。す
ると, 加速度の変換公式は,

β̇
′

u// =
β̇//

(1− β2)3/2
, β̇

′

u⊥ =
β̇

⊥

1− β2
,

となるはずである。この変換公式を用いて正規化加速度の自乗を計算すると,

β̇′ 2 =
β̇2
//

(1− β2)3
+

β̇2
⊥

(1− β2)2
=

β̇2 − β2β̇2
⊥

(1− β2)3
=

β̇2 − |β × β̇|2
(1− β2)3

,

が得られる。右辺を得るためには, 二つのベクトルの外積の大きさがベクトルによって貼
られる平行四辺形の面積と等しいことを利用した (図 4.9)。したがって, 相対論的効果を

β̇

β

β̇⊥

β̇//

S

|β × β̇| = S = ββ̇⊥

β × β̇

図 4.9: 外積ベクトルの大きさ

考慮した電磁波の放射電力は,

Prad =
e2

6πε0c

β̇2 − |β × β̇|2
(1− β2)3

, (4.65)

なる数式で表現できる。実は, 電磁気学に特殊相対性理論の効果が対応しているので, 電
磁気学から導かれる放射電磁場の数式から近似を用いずに厳密に計算すると同一の数式
が得られる。しかし, 直接的に計算すると, 同じ結果を得るにしても本書の何倍もの計算
労力を要する。計算労力の面から, 相対性理論の効果を実感することができるという例で
あった。
サイクロトロン放射 ここでサイクロトロン放射について述べておこう。サイクロトロン
放射とは, 円運動する荷電粒子による電磁波の放射である。円運動をすれには, 向心力に
よる加速度が必要であるので, その加速度によって電磁放射が起きるのである。ここでは,
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荷電粒子が等速円運動をしていると仮定しよう。その場合, 速度ベクトルβと加速度ベク
トル β̇は必ず直交するので,

Prad =
e2

6πε0c

β̇2

(1− β2)2
, (4.66)

となる。さらに円運動の回転半径を rとすると, β̇ = cβ2/r であるので, サイクロトロン
放射によって荷電粒子が単位時間当たりに失うエネルギーは,

Prad =
e2

6πε0

cβ4

r2(1− β2)2
,

となる。特に, 荷電粒子の周回速度が光速に近い場合, この現象はサイクロトロン放射と
区別し, シンクロトロン放射と呼ばれる。シンクロトン放射は, 素粒子物理学の実験設備
である粒子加速器で発生する。先ほど導出した式によって半径が小さいほど荷電粒子が失
うエネルギーが大きくなるので, それを避けるため, 高エネルギーの粒子加速器は大きな
敷地6を要する。
古典論による水素原子の寿命 正の電荷をもった原子核の周りを負の電荷をもった電子が
運動する原子モデルは, 量子力学によって安定性が保証されている。量子力学が提唱され
る前, 周回運動する電子は電磁波を放射することによってエネルギーを失い, 原子核に向
かって落下すると考えられていた。つまり, すぐに原子が崩壊してしまうので電子が原子
核を周回するモデルは受け入れられなかったのである。ここでは, 量子力学を無視し, 水
素原子が崩壊するまでの時間を計算してみよう。
水素原子の中心には電荷 eの原子核が存在し, その周りを電荷−eをもつ電子が周回し
ている。電子の質量をm, 速度を v, 電子と原子核の距離を rとしよう。電子の速度が光速
に比べて無視できる程度とすると, 電子のエネルギーは

E =
2

m
v2 − e2

4πε0r
,

となる。この式の第 1項が運動エネルギー, 第 2項がポテンシャルエネルギーである。ま
た, 原子核と電子の間に作用するクーロン力が, 電子を円運動させるための向心力となっ
ているとすると,

mv̇ =
v2

r
=

e2

4πε0r2
,

となる。この関係式から vを消去すると, 電子のエネルギーは
E = − e2

8πε0r
, (4.67)

6欧州原子核研究機構 (Conseil Européen pour la Recherche Nucléaire; CERN)の世界最大の円形粒子加速器 (large hadron collider; LHC)は, 全周 27 kmの規模である。
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のように変形される。ところが,電子が周回運動をするとこのエネルギーは電磁放射によっ
て失われていく。非相対論近似で, 単位時間に電子が失うエネルギーは

− dE

dt
=

e2

6πε0c3
v̇2 =

e2

6πε0c3

(

e4

4πε0mr2

)2

, (4.68)

である。電子がエネルギーを失うと, 電子は徐々に原子核に向かって落下していくはずで
ある。初期状態で r0の距離にあった電子が原子核に衝突するまでの時間 T を算出しよう。
時間 T は

T =
∫ r=0

r=r0
dt =

∫ 0

r0

dt

dr
dr, (4.69)

のように計算できる。この計算に必要な dr/dtはエネルギー (4.67)を rについて微分し,

その結果を (4.68)と比較すれば得られる。結果を書くと,

dr

dt
= − 4

3

(

e2

4πε0

)

1

m2c3r2
,

となる。これを (4.69)に代入すると,

T = −
∫ 0

r0

3

4

(

4πε0
e2

)2

m2c3r2 dr =
1

4

(

4πε0
e2

)2

m2c3r30,

となる。初期状態での原子核までの距離 r0として, ボーア半径:

r0 ≡
4πε

e2
h̄2

m
≈ 0.529× 10−10 m,

を設定し, さらに, 数式を簡略化するために, 微細構造定数:

α ≡ e2

4πε0h̄c
≈ 1

137

を用いて T を書くと,

T =
h̄

4mc2α5
,

となる。この時間を具体的に計算すると 1.56× 10−11秒という非常に短い時間になる。つ
まり, 量子力学が提唱される前, このように原子が一瞬のうちに崩壊するため, 原子核を電
子が周回するモデルは支持されなかったのである。

4.8.2 電磁放射の反作用
これまで学んだように, 加速する荷電粒子は電磁波を放射するため, エネルギーを失う。
エネルギーを失うことは運動エネルギーが失うことであるので, 荷電粒子は減速するので
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ある。端的に言うと, 加速する荷電粒子は放射によって減速する力の作用を受けるのであ
る。その減速のための力の作用は電磁放射の反作用と呼ばれる。
前項で導出したエネルギー損失を評価して, 電磁放射する荷電粒子に生じる力を特定し
よう。時刻 t0から t1にかけて, 荷電粒子の運動エネルギーがEk(t0)からEk(t1)に変化したとする。この運動エネルギーの変化が電磁放射に起因するのであれば,

Ek(t1)− Ek(t0) = −
∫ t1

t0

e2

6πε0c3
v̇2 dt,

が成立する。ただし, 荷電粒子の速度が光速に比べ十分低速であるとし, この運動エネル
ギーの変化は非相対論近似で記述している。前項で導出したように, e2/6πε0c

3が単位時
間に減少するエネルギーなので, それを時間積分すれば運動エネルギーの変化がわかると
いうことだ。ここで, v̇2 = v̇ · v̇であることに注意すると, 運動エネルギーの変化が

Ek(t1)− Ek(t0) = −
[

e2

6πε0c3
v · v̇

]t1

t0

+
∫ t1

t0

e2

6πε0c3
v̈ · v dt,

のように計算できる。この計算に関して, 右辺の第 1項は時刻 t0と t1の物理量に依存する定数である。一方, 荷電粒子に力Kが作用しているならば, 単位時間あたりの運動エネル
ギーの増加量がK · vとなるので, 荷電粒子には,

Kdec =
e2

6πε0c3
v̈, (4.70)

なる力が作用している。これが電磁放射による反作用力だ。この数式によると, 電磁放射
の反作用は荷電粒子の加速度の増加方向に作用する。荷電粒子が振動運動をしているなら
ば, 反作用力は荷電粒子に減速させる力となる。その事実は, 速度 vが単位ベクトル eの
方向に振動している場合:

v(t) = v0e cosωt,

である場合を考えればよい。ここで, 単位ベクトル eは定ベクトルとする。このとき,

v̈(t) = −v0ω
2e cosω,

となるので, 電磁放射の反作用は速度ベクトルと逆方向に作用していることになる。すな
わち, 荷電粒子を減速させる力として作用しているのだ。一方, 荷電粒子が円運動を描い
ている場合も, 同様の考察によって放射の反作用が荷電粒子を減速させる力として作用す
ることがわかる。方程式 (4.70)は, 速度が小さい場合の電磁放射の反作用力である。それ
に対して, 相対論的効果が現れるような大きな速度での反作用力を次の段落で考察する。
導出した (4.70)は速度が小さい場合の近似式であるので, 光速と比較できる程度の速度
にも対応できるように (4.70)を拡張してみよう。つまり, 電磁放射の反作用を相対論に対
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応させようということだ。そのために, 次のように考えてみる。対象とする荷電粒子は,

静止系 (K系)からみて x軸方向に速度 vで運動している。もう一つの慣性系K′系を考え
る。K′系はK系に対して x軸方向に速度 vで運動している。ある時点において, 荷電粒
子はK′系からみると静止している。同時に, K系からみると荷電粒子は x軸方向に速度 v

で運動している。荷電粒子の加速度は xy平面上となるように座標軸が選ばれている。こ
のような設定において, K′系からみると, 荷電粒子に作用する放射の反作用は非相対論近
似が成り立つので, K′系からみた放射の反作用をK ′とおくと,

K ′ =
e2

6πε0c3
ü′,

が成り立つ。ここで, u′はK′系からみた荷電粒子の速度とする。同様に, K系からみた荷
電粒子の速度をuとおくと, 上記の条件設定より, u = v, u′ = 0である。K系からみた放
射の反作用は, 速度成分と平行成分と垂直成分に分離すると力のローレンツ変換より,

K// = K ′

//, K⊥ =
√
1− β2 K ′

⊥
,

となる。K系からみた放射の反作用を計算するには, 加速度の時間微分 ü′をローレンツ変
換し, K ′

//
とK ′

⊥
をK系からみた物理量で記述する。その後, 力のローレンツ変換によっ

てK系からみた力に変換する。
加速度の時間微分の変換を導出するため, 加速度のローレンツ変換を書いておこう。加
速度のローレンツ変換は, 座標のローレンツ変換を時間について 2階微分すれば得られる。
そのうち, x軸と y軸方向の成分について結果を書くと,

u̇′

x =
(1− β2)3/2

(1− vux/c2)3
u̇x,

u̇′

y =
(1− β2)3/2

(1− vux/c2)3

[(

1− vux

c2

)

u̇y +
vu̇x

c2
uy

]

,

である。また, 座標のローレンツ変換から, 時間微分を与える演算子は,

d

dt′
=

√
1− β2

1− vux/c2
d

dt
,

のように変換される。この規則性を利用して加速度のローレンツ変換を時間について微分
すると,

ü′

x =
(1− β2)2

(1− vux/c2)5

[

(

1− vux

c2

)

üx +
3v (u̇x)

2

c2

]

,

ü′

y =
(1− β2)1/2

(1− vux/c2)3

[

3vu̇x

c2
u̇y −

3v2u̇2
x

c4(1− β2)
uy + (1− β2)üy +

vüx

c2
uy

]

,
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が得られる。ここで, 速度ベクトルに関する設定条件u = v, u′ = 0を代入し, 加速度の時
間微分を, 速度に対して平行成分と垂直成分としてベクトル表記すると,

v̈′

//
=

(v̈ · v)
v2(1− β2)2

v +
3 (v̇ · v)2

c2v2(1− β2)3
v,

v̈′

⊥
=

1√
1− β2

[

v̈

1− β2
+

3 (v̇ · v)
c2(1− β2)2

v̇ − 3 (v̇ · v)2
c2v2(1− β2)2

v − 3 (v̈ · v)
v2(1− β2)

v

]

,

のようになる。ここで, K′系からみた放射の反作用が,

K ′

// =
e2

6πε0c3
ü′

//, K ′

⊥
=

e2

6πε0c3
ü′

⊥
,

であることに注意し, 力のローレンツ変換によってK系からみた放射の反作用が,

K = K// +K⊥ = K ′

// +
√
1− β2 K ′

⊥
,

によって計算できるので,

K =
e2

6πε0c3 (1− β2)

{

v̈ +
3 (v · v̇) v̇
c2(1− β2)

+
v

c2(1− β2)

[

(v · v̈) + 3 (v · v̇)2
c2(1− β2)

]}

, (4.71)

が得られる。この数式は, 光速 cで正規化した速度, 加速度, その導関数で記述することも
できる。正規化した量を用いると,

K =
e2

6πε0c2 (1− β2)

{

β̈ +
3 (β · β̇) β̇
(1− β2)

+
β

1− β2

[

(β · β̈) + 3 (β · β̇)2
1− β2

]}

, (4.72)

と数式に現れる係数が少しだけ簡素になる。得られた数式 (4.71)と (4.72)が, 相対論的な
放射の反作用である。この数式は, 相対性理論前の電磁気学からも導出することができる
が, これよりも大きな計算労力が必要だろう。

等加速度運動 非相対論近似が成立する場合, (4.70)によると, 等加速度運動する荷電粒
子には電磁放射の反作用が発生しない。言い換えると, 等加速度運動する荷電粒子は電磁
放射をしない。ところが, 荷電粒子の速度が大きくなると相対論が必要になり, 電磁放射
の反作用は, (4.72)のように形を変える。この場合でも, 等加速度運動する荷電粒子に電
磁放射の反作用が発生しないことを示そう。
加速度が常に一直線上を向いている荷電粒子を考えよう。そのような荷電粒子を観測す
るとき, 慣性系を選べば β, β̇, β̈を同一直線上にとることができる。そのような慣性系で
議論することにし, (4.72)のベクトルを成分表示すると,

Kx =
e2

6πε0c2 (1− β2)

[

β̈ +
3ββ̇2

(1− β2)
+

β

1− β2

(

ββ̈ +
3β2β̇2

1− β2

)]

,
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が得られる。ここで, 加速度が x軸方向であるとした。この数式は, さらに簡略化するこ
とができ,

Kx =
e2

6πε0c2 (1− β2)2

(

β̈ +
3ββ̇2

1− β2

)

, (4.73)

なる形で記述できる。このような簡略化は, 加速度が常に一直線上を向いている条件にお
いて可能である。任意の加速度に対してこの簡略が成立しないことを改めて注意してお
く。得られた方程式に, 相対性理論における等加速度運動, すなわち, 双曲線運動の数式:

β =
αt√

1 + α2t2
,

を代入してみよう。この数式は, 前章での考察によって得られた相対論的な等加速度運動
の速度 (3.5)である。なお, 数式を簡略化するため t0 = 0とし, α ≡ a/cなる記号を用いて
いる。この数式から, 計算に必要な要素として,

1− β2 =
1

1 + α2t2
, β̇ =

α

(1 + α2t2)3/2
, β̈ = − 3α2t

(1 + α2t2)5/2
,

が得らえる。これらを組み合わせると,

Kx = 0,

が導かれる。したがって, 相対性理論においても等加速度運動, 正確に言うと, 双曲線運動
をする荷電粒子は電磁放射をしない。
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